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Zusammenfassung

Die charakterisierende Eigenschaft von unvollstandigen Finanzmarktmodellen ist die
Existenz von Forderungen, deren Auszahlungsprozess nicht durch eine selbstfinanzie-
rende Handelsstrategie (Hedge) nachgebildet werden kann. Auf Verkauferseite besteht
naturgeméafl Interesse daran zur Absicherung einer solchen Forderung eine Handelss-
trategie auszuwahlen, die einerseits das zu verwendende Kapital, andererseits das ver-
bleibende Restrisiko in Grenzen hélt.

Ein naheliegendes Kriterium ist den lokalen bzw. globalen quadratischen Abstand zwi-
schen dem Wertprozess einer Handelsstrategie und der Auszahlung der Forderung zu
betrachten und eine Handelsstrategie zu wéhlen, die jenen Abstand minimiert. Die
Untersuchung sowohl diskreter als auch zeitstetiger Marktmodelle auf die Existenz
und Berechenbarkeit derartiger varianzminimierender Handelsstrategien steht im Mit-
telpunkt dieser Diplomarbeit.

Grundlage dafiir bilden die Arbeiten “Variance-Optimal Hedging in Discrete Time”
von M. Schweizer (Mathematics of Operations Research 20 1995, Seite 1-32), “Finan-
cial Modelling with Jump Processes” von R. Cont und P. Tankov (Chapman and Hall,
CRC Press 2004) und “Variance-Optimal Hedging for Processes with Stationary Inde-
pendent Increments” von F. Hubalek, J. Kallsen and L. Krawczyk (Annals of Applied
Probability 2 2006, Seite 853-885).



Abstract

The existence of contingent claims with a payoff process that cannot be replicated
by a self-financing trading strategy (hedge) is the characteristic feature of incomplete
models on the capital market. Obviously, vendors are interested in hedging strategies,
which both minimize the necessary capital and the residual risk.

Minimizing the global (or local) quadratic distance between the value process of a
hedging strategy and the payoff of the claim is a natural choice as an optimization
criteria. Proofing the existence and calculating so called variance-optimal hedging
strategies for discrete and continuous time processes is the overall aim of this master
thesis.

This work is mainly based on “Variance-Optimal Hedging in Discrete Time” by M.
Schweizer (Mathematics of Operations Research 20 1995, page 1-32) , “Financial Mod-
elling with Jump Processes” by R. Cont and P. Tankov (Chapman and Hall, CRC Press
2004) and “Variance-Optimal Hedging for Processes with Stationary Independent In-
crements” by F. Hubalek, J. Kallsen and L. Krawczyk (Annals of Applied Probability
2 2006, page 853-885).
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KAPITEL 1. ZEITDISKRETE MODELLE 1

Kapitel 1
Zeitdiskrete Modelle

1.1 Einleitung

Die ersten Ansétze zur mathematischen Modellierung des Aktien - und dem damit
untrennbar verbundenen Derivatmarktes, waren die Arbeiten des franzosischen Ma-
thematikers Louis Bachelier zu Beginn des 20. Jahrhunderts. In seiner "Theorie de la
speculation" entwickelte Bachelier einerseits ein umfassendes Konzept zur Modellie-
rung von Aktienkursen durch stochastische Prozesse, im speziellen der Brownschen
Bewegung, andererseits Bepreisungsvorschriften fiir die Grundprodukte des Derivat-
marktes. Jene zwei Probleme stellen auch heute noch die zentralen Herausforderungen
der Finanzmathematik dar, nicht zu unrecht wird die Publikation als Geburtsstun-
de der modernen Finanzmathematik bezeichnet. So visionir Bacheliers Uberlegungen
waren, so wenig ausgereift war die verwendete Theorie. Hilberts Kritik am wackli-
gen Fundament der Mathematik galt im speziellen fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie,
ein Problem das erst bis Ende der 30er Jahre durch die Axiomatisierung derselben
und dem Bezug zur Mafitheorie behoben werden wiirde. Als federfithrend sind hier
Nikolajewitsch Kolmogorow und Paul Lévy zu erwédhnen, Lévy selbst lehnte Bache-
liers Arbeiten als unwissenschaftlich ab. Eine Renaissance erfuhr Bacheliers Theorie
in den spéaten 50er Jahren, Bachelier erlebte die spiate Anerkennung selbst nicht mehr.
Sie bildete die Grundlage fiir die Entwicklung des Black-Scholes-Modells 1973. Neben
dem Novum, dass nun ein zeitstetiges mathematisches Modell fiir die Entwicklung
von Aktienpreisen und einer darauf aufbauenden Bepreisungstheorie zur Verfiigung
stand, erfillt das Black-Scholes Modell zwei hochst angenehme Eigenschaften: es ist
(unter gewissen Einschrénkungen) arbitragefrei und vollstandig. Die Arbitragefreiheit
als sowohl 6konomisch als auch mathematisch notwendige Eigenschaft eines Finanz-
marktmodells ist unbestritten und findet ihre mathematische Beschreibung durch den
ersten Fundamentalsatz der Preistheorie, der die Arbitragefreiheit mit der Existenz
eines aquivalenten Martingalmafles verkniipft. Die Eigenschaft der Vollstandigkeit ist
heuristisch gesagt die Moglichkeit, eine Forderung durch die zugrunde liegende Aktie
sowie einem risikolosen Bond durch eine selbstfinanzierendes Portfolio nachzubilden,
und wird im zweiten Fundamentalsatz der Preistheorie beschrieben. Vollstandigkeit
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ist allerdings, obwohl zweifelsohne eine wiinschenswerte Eigenschaft, eher der Spezial-
denn der Regelfall. Die gerechtfertigte Kritik am Black Scholes Modell fithrte in Folge
zu neuen Marktmodellen, erwahnt seinen hier z.B. das Heston-Modell, Exponentielle
Lévy Modelle oder stochastische Volatilitatsmodelle; viele dieser Modelle sind nicht
vollstandig, enthalten also Risikotherme die sich durch Hedging nicht kompensieren
lassen. Der mathematische Grund fiir dieses Phdnomen liegt darin, dass sich auch voll-
standige Marktmodelle durch die Ergénzung kleiner Fehlerterme als unvollstiandig er-
weisen - die Eigenschaft der Vollstandigkeit ist ganz im Gegensatz zur Arbitragefreiheit
héchst empfindlich gegen den Einfluss von Stortermen. Neben diesem mathematischen
Problemen erweist sich die Eigenschaft der Vollstandigkeit als 6konomisch fragwiirdig:
die Replizierbarkeit der Derivate liefert beiden Vertragsparteien zumindest theoretisch
die Moglichkeit sich durch Hedging risikolos zu halten. Es stellt sich die Frage nach
der Sinnhaftigkeit des Derivatmarktes; dieser eroffent keine neuen Moglichkeiten, die
nicht durch Aktie und Bond bereits realisierbar wéren.

Betrachtet man den Finanzmarkt als unvollstandig, wandelt sich das Problem des Hed-
ging grundlegend: Eine Replizierung der Forderung ist nicht moglich, die Verkéuferseite
steht nun einerseits vor dem Problem einen fairen Preis fiir das Produkt festzulegen,
und andererseits ein teilweise replizierenden Portfolio zu wahlen, um das eigene Risiko
gering zu halten. Diese Handelsstrategie kann nun nach den verschiedensten Opti-
malitatstkriterien wie die Minimierung einer vorgegebenen Nutzenfunktion oder der
Entropie eines Mafles ausgewéhlt werden. Im Zentrum dieser Arbeit stehen sogenannte
varianzoptimale Handelsstrategien, reprasentiert durch das Konzept des mean-variance
Hedgings und des lokal risikominimierenden Hedgens. Das Konzept des mean-variance
Hedgings verfolgt den klassischen mathematischen Ansatz den quadratischen Abstand
zwischen dem zu replizierenden Gut sowie dem Wert der von uns gewédhlten Han-
delsstrategie zum Auszahlungszeitpunkt zu minimieren. Das lokal risikominimierende
Hedgen erweitert die Klasse der moglichen Handelsstrategien und erlaubt Geldzufliis-
se; als optimal wird jene Handelsstrategie angesehen, die die quadratischen Kosten die
dabei entstehen lokal minimiert. Der erste Teil der Arbeit und behandelt zeitdiskrete
Finanzmarktmodelle, im zweiten Teil der Arbeit werden wir zeitstetige Finanzmarkt-
modelle, im Speziellen exponentielle Lévy-Modelle betrachten.

Abschnitt 1.1 behandelt unsere grundsétzlichen Annahmen und Definitionen des be-
trachteten zeitdiskreten Finanzmarktmodells.

Im Abschnitt 1.2 fithren wir das mean-variance Problem ein; wir behandeln Fragen der
Existenz von Losungen und analysieren die Struktur der optimalen Handelsstrategien.
Abschnitt 1.3 behandelt einerseits das lokal-risikominimierende Problem, wir erlautern
Fragen der Existenz von Losungen sowie deren Struktur und betrachten Zerlegungen
der nachzubildenden Forderungen. Weiters beschéftigen wir uns mit dem Begriff des
minimalen Martingalmafles und betrachten auch hier Fragen der Existenz und Eindeu-
tigkeit. Den Schlusspunkt dieses Abschnitts bildet die Analyse der Zusammenhéange
zwischen den Losungen des mean-variance Problems und des lokal risikominimieren-
den Problems sowie eine Betrachtung sogenannter signierter Martingalmafle als Be-
preisungsvorschrift fiir Forderungen. Die numerische Berechnung varianzoptimaler und
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lokal risikominimierender Handelsstrategien tiber die verallgemeinerte Fouriertransfor-
mierte bildet den Inhalt von Abschnitt 1.4. Im Abschnitt 2.1 werden wir die Konzepte
des varianzoptimalen Hedgens auf zeitstetige Finanzmarktmodelle anwenden, und Lo-
sungsdarstellungen der Handelsstrategien in exponentiellen Levymodellen ermitteln.

Zu Beginn treffen wir eine Reihe von vereinfachenden Annahmen. Diese setzen wir in
allen Kapiteln als erfiillt voraus.

Annahme 1. Unser Finanzmarkt erfiille folgende Eigenschaften:
e Die Investorin beeinflult die Marktpreise durch ihr Handeln nicht.
e Es fallen keine Transaktionskosten an.

Bemerkung 1.1. Die erste Annahme ist zumindest fir eine im Bezug auf das Han-
delsvolumen kleinen Marktteilnehmerin und einen liquiden Markt denkbar, die zweite
Annahme wird sich in der Realitdt nicht widerspiegeln und wird zur Vereinfachung
des Modells getroffen.

Definition 1.2. Wir betrachten im Folgenden ein T-Periodenmodell mit den Han-
delszeitpunkten {0,1,....T},T € N. Dem Modell liegt ein Wahrscheinlichkeitsraum
(2, F, P) und eine den Informationsverlauf beschreibende Filtration F = (Fi)ieqo,.. 1}
zugrunde. Es qilt dabei:

Fo = {@7 Q}v

d.h. zum Zeitpunkt 0 ist keine Information tber das Zufallsexperiment bekannt. Das
Modell beinhaltet zwei Finanzgiiter. Den 'risikolose” Bond mit Preisprozess S° =
(So<i<r und eine risikobehaftete Aktie S* = (S})o<i<r. Beide Prozesse sind JF-
adaptiert. Wir setzen weiter voraus, dass S° zu allen Zeitpunkten strikt positiv ist
und bezeichnen mit S = (S°, S') den Preisprozess sowie mit S = w(8°,5) = (1, S1

_ 5

den diskontierten Preisprozess. Dabei ist S* = (S})o<i<r mit SF = .

Bemerkung 1.3. Das Produkt S° dient uns in Folge als Numeraire, die diskontierten
Finanzgiiter, Wertprozesse usw. werden dabei jeweils mit einer Tilde iiber dem Symbol
gekennzeichnet.

Kommen wir nun zum Grundbaustein unseres mathematischen Problems: Der Investor
halt eine Forderung H, die ihm zum Falligkeitszeitpunkt (in unserem Fall der Zeitpunkt
T) eine gewisse Auszahlung (abhéngig von einem zugrunde liegenden Finanzprodukt)
liefert. Mathematisch beschreiben wir die Forderung wie folgt:

Definition 1.4. Fine Forderung H ist eine Fr-messbare, quadratisch integrierbare

Zufallsvariable, d.h.

H € L*(Q, Fr, P). (1.1)

Unser Ziel ist es, diese Forderung durch Handelsstrategien moglichst gut (im Sinne
unseres Optimalitétskriteriums) nachzubilden.
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Definition 1.5. Ein stochastischer Prozess (¢y)ier heifit adaptiert, wenn ¢, fir jedes
t € {1,...,T}-messbar ist.

FEin zeitdiskreter stochastischer Prozess (¢i)ier heifst vorhersagbar, wenn ¢, fir jedes
te{l,....,T} Fi_1-messbar ist.

Nun koénnen wir die in den Abschnitten 1.2 und 1.3 verwendeten Handelsstrategien
definieren:

Definition 1.6. Fine Handelsstrategie ¢ ist ein Paar von stochastischen Prozessen

o 0 ist vorhersagbar.

o ¢! ist vorhersagbar.

Die Handelsstrategie lasst sich dabei wie folgt interpretieren: Im Intervall (t-1,t] werden
#? Einheiten des Bonds und ¢! Einheiten der Aktie gehalten. Der Wert der Handelss-
trategie zum Zeitpunkt t vor der Umbildung in ein neues Portfolio wird iiber den
Wertprozess dargestellt.

Definition 1.7. Der Wertprozess V(¢) einer Handelsstrategie ¢ = (¢°, ¢') ist defi-
niert als:

Vi(®) = (0, St) = ¢)SP + o1 SF te{l,..,T}.
Wir setzen zusatzlich
‘/O(gb) = <¢17 SO>7

Vo(@) stellt das Startkapital der Handelsstrategie dar, der Endwert ist iber Vp(¢) ge-
geben. Der diskontierte Wertprozess hat die Form

Vi(9) = (SP)"'WVilo) = @) + 61 S} te{l,.., T}

Neben dem Wert des Portfolios ist fiir uns vor allem die Wertentwicklung, d.h. die ku-
mulierten Wertdnderungen unseres Portfolios interessant. Wir beschreiben diese Ent-
wicklung durch den Wertentwicklungsprozess.

Definition 1.8. Der Wertentwicklungsprozess G(¢) einer Handelsstrategie ¢ ist defi-
niert als:

Gi(¢) = (¢-9) = Zj<¢j,ASj> te{0,..,TY,

insbesonders gilt
Go(¢) = 0.

Dabei bezeichnet AS; = (S; — Si—1). Der diskontierte Wertentwicklungsprozess hat die
Form:

Gi(@) = (¢-5), te{0,..,T}
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Bemerkung 1.9. In einem zeitstetigen Finanzmarktmodell ist die kumulierte Wertan-
derung das stochastische Integral

Colé) = (0 3) = [ 6udS.

In der weiteren Betrachtung werden wir uns auf selbstfinanzierende Handelsstrategien
beschranken: in jedem Zeitschritt wird das noch vorhandene Kapital reinvestiert, es
wird (abgesehen vom Anfangsinvestment Vj) weder Geld zugefiihrt noch abgezogen.
Mathematisch lasst sich diese Forderung wie folgt iiber den Wertprozess beschreiben:

Definition 1.10. FEine Handelsstrategie ¢ = (¢°, ) heifit selbstfinanzierend, wenn
fiir den Wertprozess gilt:

V(@) = (41, S) te{l,...T —1}.

Der diskontierte Wertentwicklungsprozess einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie
hat die Darstellung:

G6) = Tid) ~ To(6) = Y 0}AS] 1€ (1, T}

Bemerkung 1.11. Ist ¢ selbstfinanzierend, dann ist Vo(¢) = (¢1,S) das zum Aufbau
von ¢ benétigte Anfangskapital; ¢ ist durch die Angaben von ¢! und einen Anfangswert
Vo € R eindeutig festgelegt.
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1.2 Mean-Variance Hedging

In diesem Abschnitt werden wir das Konzept des mean-variance Hedgings einfithren.
Wir folgen dabei den Ausfithrungen von [1], Kapitel 1 und 2. Wir widmen uns einer
eingehenden Analyse der Problemstellung, behandeln Fragen nach der Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung und konstruieren ein signiertes Mafl zur Bepreisung der
Forderung.

Beginnen wir mit den grundlegenden Annahmen dieses Abschnitts.

Annahme 2. Der Prozess S ist quadratintegrierbar, d.h.
S, € LYV F,P)  Yte{o,.. T}
Die européische Forderung H ist quadratintegrierbar, d.h.
H e L*Q,Fr, P).

Annahme 2 sei in diesem Abschnitt stets erfillt. Der den Aktienanteil festlegende
Prozess erfiille dabei folgende Voraussetzung:

Definition 1.12. ® bezeichnet die Menge der zuldssigen Prozesse, d.h.
® := {(#})1<i<r vorhersagbar, quadratintegrierbar| oprAS, € L3(Q, Fy, P) Vt}.

Wir beschrianken uns auf selbstfinanzierende Handelsstrategien, d.h. die Handelsstra-
tegie ist iiber Vy = Vy(¢) und @' vollstindig festgelegt. Das zu 16sende Optimierungs-
problem lautet:

Definition 1.13. Ein Paar (Vy, ¢*) mit Vi € R, ¢* € @ heifit varianzoptimale Han-
delsstrategie, wenn (Vy, ¢*) eine Losung von

inf  E[(H — Vo~ Gr(9))’] (1.2)

VoER, pe®
ist. Aquivalent dazu ist die Formulierung

int BI( - Vr(€))?)

wobei & eine selbsfinanzierende Handelsstrategie ist, mit ' € ®.

Bemerkung 1.14. Die Aquivalenz der beiden Formulierungen folgt direkt aus unserer
Definition der selbstfinanzierenden Handelsstrategien. Von fundamentaler Bedeutung
ist die Frage, unter welchem Maf} wir den Erwartungswert betrachten. Ein Mafiwech-
sel in ein aquivalentes Martingalmafl wiirde zwar die Frage nach der Existenz einer
zulassigen Losung vereinfachen | liefert aber zwei Probleme: Unser Marktmodell ist
unvollstéindig, dementsprechend gibt es unendlich viele dquivalente Martingalmafe.
Die Auswahl eines Mafles QQ entsprache inhaltlich der Vorgabe einer gewissen Bewer-
tungsvorschrift, was wir vermeiden wollen; desweiteren ist es moglich, dass eine unter
Q optimale Handelsstrategie unter dem realen Mafl P nicht im Geringsten optimal ist.
Wir betrachten also das Optimierungsproblem unter P.



KAPITEL 1. ZEITDISKRETE MODELLE 7

Bemerkung 1.15. Wir betrachten den Finanzmarkt aus Sicht des Verkaufers der For-
derung H. Der Term ) )
H — Vo — Gr(9)

beschreibt also den diskontierten Verlust den der Verkaufer zum Zeitpunkt T erleidet.

Um die Existenz einer varianzoptimalen Handelsstrategie beweisen zu kénnen, gehen
wir nun wie folgt vor: Wir definieren das Funktional

¢ € — E[(H - Vo — Gr(9))’]

und minimieren es fiir fixes Vj; danach variieren wir V. Dazu definieren wir den Raum
der (zeitdiskreten) stochastischen Integrale

Gr == {Gr(¢)|¢ € }.

Klarerweise ist Gr ein linearer Unterraum von £2, gelingt es uns zu zeigen, dass Gr
abgeschlossen ist, konnen wir H — Vj orthogonal auf G projezieren. Eine hinreichende
Bedingung dafiir ist, wie wir spéter zeigen werden, die Bedingung des beschrankten
mean-variance tradeoffs:

Definition 1.16. Das Finanzgut S* erfillt genau dann die Bedingung des beschrink-
ten mean-variance tradeoff (beziehungsweise die Nicht-Degeneriertheits-Bedingung ND),
wenn

(E[ASHF_1))? < C Var[AS)|Fi—1]  P-fs. Vte{l,..,T} (1.3)

fiir eine Konstante C € R erfillt ist. Aquivalent dazu ist die Formulierung

(E[ASHF,_1))? < SE[(ASH?|Fo]  P-fs. Vte{l,.. T} (1.4)

mit 0 € (0,1).
Beweis. Die Aquivalenz der beiden Formulierungen folgt sofort aus

(1.3) <= (1 + CO)(B[AS}|Fi1])® < C E[(AS))*|Fii]

N C N
> (E[AS}Fi1])? < HicEKAStlﬂft—l]

[]

Obige Bedingung ist bei der Konstruktion eines Marktmodells keine drastische Ein-
schrankung, sind die Zuwachse z.B. unabhangige Zufallsvariable mit existierender Va-
rianz, so ist die Bedingung stets erfiillt; handelt es sich bei P um ein Martingalmaf ist
die Bedingung ebenfalls erfiillt, unabhangig von der Beschaffenheit der Zuwachse. Das
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Relevante an Bedingung (1.4) ist § < 1, da auf Grund der Jensenschen Ungleichung
stets

(BIAS/[Fia1])? < BI(AS))?|Fei]

gilt. Ist (1.4) erfiillt, konne wir die Existenz einer varianzoptimalen Handelsstrategie
nachweisen. Wir benotigen dazu eine zeitdiskrete Formulierung der Doob’schen Zerle-
gung (wir verwenden eine adaptierte Formulierung der Zerlegung aus [7], S. 257).

Satz 1.17. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, Fr) und X ein adaptierter Pro-
zess mit Xy € L' fiir alle t, dann existiert eine P-f.s. eindeutige Zerlequng des Prozesses

X=X+ M+ A
wobei M ein P-Martingal mit My = 0 ist, und A ein vorhersagbarer Prozess mit Aqg = 0.

Beweis. Setze

Ay — A1 = E[X, — Xy 4| F] VEe{l,..., T} (1.5)
Damit ist A; stets F;_i-messbar; A ist also vorhersagbar. Wir setzen
M, = X; — Ay — Xo.
M ist ein P-Martingal da
B[Xy — Ay — Xo| Fia] = E[X; — Xo|Fioa] — E[A; — Avy + A | Fyd]

= B[X, — Xo|Fio1] — BIE[X, — Xy 1| Fial|Fi1] = E[A1|Fi-]
=Xy — Xo— A1 = M.

Die Eindeutigkeit der Zerlegung folgt aus der Tatsache, dass jeder Prozess A, der
die Bedingungen der Zerlegung erfiillt, die Bedingung (1.5) erfillen muss, sowie der
Eindeutigkeit der bedingten Erwartung. O]

Wir erhalten folgende Proposition

Proposition 1.18. Sei S unser risikobehaftetes Finanzprodukt. Dann besitzt S* eine
P-f.s. eindeutige Zerlegung . )
S'=S5,+Y+B (1.6)

-----

.....

den Prozesse sind gegeben durch
AB, = E[AS}|Fy]  vte{l,..T}
AY, = AS} —AB, vte{1,..,T}.
Wir beweisen nun die Abgeschlossenheit von Gr.

Satz 1.19. Erfille S* die Bedingung (1.3). Dann ist Gy abgeschlossen in L2,
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Beweis. Zur Verkiirzung der Notation setzen wir:
w = E[ASHF,_]  Vte{l,.. T}
o2 = Var[ASHFi_i] vt e {1,..,T}.
Sei die Doob-Zerlegung von S* wie zuvor
St=8+Y+B

Offensichtlich gilt
of = B[(AY)’|Fea]  VEE{1,..,T}.

Sei nun ¢ € ® beliebig. Mit obiger Gleichung sowie der Glédttungseigenschaft der
bedingten Erwartung folgt

E[Gr(9)’] = E[(Gr-1(¢) + ¢rAST)?] =
E[(Gr-1(¢) + ¢rABr)’] + El(¢rAYr))?] > EldTo7] (L.7)
Sei ¢ eine Folge in ® sodass
Gr(e™) — Z € L? fir n — oo

Aus der Linearitit von G und (1.7) folgt

Bl(Gr(6™) — Gr(¢™)*] = E[(Gr(¢™ — ¢'™))?] > B[( — ¢%)202],

d.h. die Folge A
or) = of’on
ist eine Cauchyfolge in £2. Sei

N

¢r

Or = lim O und b7 = Ippso "
Dann ist ¢ eine Fp_1-messbare Zufallsvariable mit
El(¢rAS;)?] < El¢ror] < E[#7] < oo.
Unter Verwendung der Glattungseigenschaft der bedingten Erwartung folgt
B((65ASh — orAS1 = El(67” — 6r) E[(AS}| Fra]
= Bl(¢} — ér)*(0F + p3)].

Bedingung (1.3) lautet
W2 < 0o YH{1,..,TY}

und liefert

B¢ — ¢0)2(02 + 12)] < (1 + C)E[(¢% o7 — ¢ror)?] = (1 + OV E[($5 — ér)?.
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Nach Konstruktion strebt der letzte Term gegen 0, wir erhalten fiir n — oo
Gr_1(¢™) = Gr(¢™) — ¢"™AS] — Z — ¢rAS], (1.8)
Durch Riickwartsinduktion tber t erhalten wir einen vorhersagbaren Prozess ¢ € ®
mit
Gr(¢) = Z.
Damit ist Gr abgeschlossen. O]

Nun ist es ein Leichtes die Existenz einer varianzoptimalen Handelsstrategie zu bewei-
sen, wir folgen dabei [7], S. 371. Grundlage ist dabei der Projektionssatz, wir verwenden
eine Formulierung aus [11].

Satz 1.20. Sei F' ein vollstindiger Unterraum des Innenproduktraumes FE und sei OP
der Orthogonalprojektor von E auf F. Dann ist Vo € E OP(z) die Bestapproximation
an z in F, d.h.

|l — OP(x)| < ||z —u|| Yue F

Korollar 1.21. Sei wie zuvor (1.3) erfillt. Dann ezistiert eine varianzoptimale Han-
delsstrategie (V, ¢*).

Beweis. Definieren wir dazu das lineare Funktional
()}32A£2 — QT,
das Elemente aus £2? orthogonal auf G projeziert.Es gilt also

E[(Y —OP(Y))?] = min E[(Y — Z)%] VY € L2

ZeGr

Fir ein beliebiges Vy € RT wahlen wir nun ¢(V,) € ® derart, dass
Gr(p(Vo)) = OP(H = Vp).
Damit ist ¢(Vp) Minimierer von
E[(H = Vo = Gr(9))*]
iiber alle ¢ € ®. Die Abbildung
Vo — Gr(9(Vp))

ist affin linear, da

Gr(p(Vy)) = OP(H — V) = OP(H) — V,OP(1).

E[(H—Vy—Gr(¢))? ist eine quadratische Funktion in V; und es existiert ein Minimum
V. Dadurch ist die varianzoptimale Handelsstrategie (V;, ¢(V;")) gegeben. O]



KAPITEL 1. ZEITDISKRETE MODELLE 11

Unter der Bedinung (1.3) ist also die Existenz einer varianzoptimalen Handelsstrategie
stets garantiert, der Beweis liefert allerdings keinen Hinweis darauf, wie diese Handelss-
trategie berechnet werden kann. Zur strukturellen Analyse der Strategie definieren wir
rekursiv den sogenannten Adjustierungsprozess

Definition 1.22. Der Adjustierungsprozess 3 = (5t)te{1 77777 TV 2U St st rekursiv defi-
niert durch

E[ASHTTE, (1 —ﬂjA%W‘—t—ﬂ
E[(ASH2 T, (1 — B;ASH?|Fq]

By = vte{1,..,T}. (1.9)

Fiir den Prozess gilt

Proposition 1.23. Sei (1.4) erfillt. Dann ist der Adjustierungsprozess 3 wohldefi-
niert, vorhersagbar und erfillt die Eigenschaften

T
ap = [[(1 - B;,AS8) e £ vte{l,..T}

j=t
ASla,, € £ vte{l,.,T}
BASlay, € L2 Vte{l,.. T}

sowie . .
H (1 — B;AS])|Fii] Ht (1— B;AS)?|F] < 1. (1.10)
j=t j=
Im Speziellen erfiillt die Zufallsvariable Z°
T -
Z° = 1] - B;AS}) € £ (1.11)
j=1
sowie
0< E[Z°]|<E[(Z°)) <1 (1.12)
E[Z°Gr(¢)] =0 VYoed (1.13)
E[Z°ASHF,1]=0  P-fs.Vte{l,.., T} (1.14)
Beweis. Siehe [3]. O

Weiters definieren wir den Prozess p:

.....

[HASI j= t+1( _BjA*?]lﬂ}—t—l]
E[(ASH2 Ty, (1 — B;ASH?|Fimy]

Pt = Vit € {1,,T}
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Lemma 1.25. Es gilt P-f.s. Vt € {1,...,T}

T T

EHBAS) [T (1= BAS))Fia] = ElpAS) T] (1= BASHIF]. (1.15)
Jj=t+1 Jj=t+1
Beweis. Die Eigenschaft folgt sofort aus der F;_;-Messbarkeit von [;. [

Nun koénnen wir folgenden wichtigen Satz formulieren, der uns Aufschluss iiber die
Struktur einer varianzoptimalen Handelsstrategie liefert; die Darstellung gilt fiir be-
liebiges fixes Vj € R.

Satz 1.26. Sei (1.4) erfillt, Vi € R beliebig, fix und ¢* die dazugehdrige varianzopti-
male Handelsstrategie fir die Forderung H. Dann gilt P — f.s.Vt € {1,....,T}

T
H—Vy—Gr(¢") = H— ijﬁg}am — (Vg + Gia(¢7)) ey (1.16)

sowie .
¢r = pr — Be(Vg + Gia(97)) (1.17)

Beweis. Wie zuvor zeigen wir die beiden Eigenschaften iiber Riickwartsinduktion. Auf-
grund des Projektionssatzes gilt: ¢* 16st genau dann das Problem (1.3), wenn

E[(H - Vg — Gr(¢)Gr(¢)] =0 Vo € .

Die Glattungseigenschaft der bedingten Erwartung liefert uns die dazu dquivalente
Bedingung

E[(H —Vy — Gp(¢")ASHF_1]=0  P-fs.Vte{l,.. T}
Wegen
0= B(H-Vy~Gr(¢")ASt|Fro1] = EIHAST~¢7(ASH)* (V5 —Gr_1(6")) AST| Fr_1]
folgt (1.17) fiir T=t aus der Definition von fr und pr. Aus (1.17) erhélt man
H =V = Gr(¢") = H— ¢"ASE = (Vi + Gra(67)
= H — prASE — (Vg + Gr_1(¢7)) (1 — BrASYh),

was (1.16) fiir T=t entspricht. Sei also nun unsere Induktionshypothese, dass (1.16),(1.17)
fir j=t+1,...,T erfiillt sind. Dann folgt

0= E[(H — V5 — Gi(¢")AS} | Fii]

T
= E[AS}(H — ) pjASjaj )| Fioi] = EIASHVE 4 Gioa (6 )aug) | Feeal.

j=t+1
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¢ ist vorhersagbar und damit F,_;-messbar, desweiteren ist G_1(¢*) per Konstruktion
Fi_1-messbar. Insgesamt erhalten wir

—E[HAS ’.Ft 1 Z EAStlpJAS (IJ+1’F,5 1] :E[(AS,}:)Q@t+1|ft71]

Jj=t+1
- (VO* + thl((b*))E[(Agli)atJrl“thl]-
Wir betrachten den Term

T T
> EBIAS!p;AS) [ (1= BASH|F].
j=t+1 l=j+1

Aufgrund der Glattungseigenschaft gilt

T
Z E[Asgp]ASjl&]H]]:t 1| = Z E AStlpJASlOé]Jrl‘f:] 1]|.Ft 1]

j=t+1 j=t+1

Nun konnen wir den Zusammenhang (1.15) zwischen den Prozessen p und 5 auf jeden
Summanden anwenden und erhalten

T
=E[HAS!(1— Y BiASja;1)|Fio1] — ¢y E[(ASy) apyr | Fii]

j=t+1
- (V5 + étfl(¢*))E[(Agé)at+1‘ﬂfl]-
Durch Verwendung der Identitat

T T T
H(l—cl)zl—ZCj H(l—cl)
j=t+1 Jj=t+1 I=j+1

erhalten wir
=EIHAS] apar|Fooa] = 67 BI(AS)) ey | Fei]
— (V5 + Giea(¢") BLAS ) 1| Fia] = 0.
(1.17) folgt fur t aus obiger Gleichung sowie dem Zusammenhang
T

(1— B;AS))|Fioa] = BII1(1 — BAS))?| Fial.

t j=t

e

El

J

Damit gilt
Vi + Gi(¢") = Vi + 6{AS) + Gioa(67) = pASy + (V) + Gra (@) (1 = BAS)).
Mit (1.16) fiir t+1 (erfillt laut Induktionshypothese) erhalten wir

T
H-Vy = Gr(¢")=H~ Y pjASjajer — (Vg + Gil¢"))

j=t+1

T
— > piASjaj — (V§ + Gra(97)) .
j=t

was (1.16) fir t entspricht. O
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Korollar 1.27. Sei Z° durch (1.11) definiert, dann gilt
E[H —Vy — Gr(¢")] = B[(H = V§)eu] = B[Z°H] — V5 B[Z°]
sowie
T
BI(F = Vi — Gr(¢)?) = (Vy PE(2%) — 25 BIZ°H] + E((H — Y puAGlagr ]
j=1

Beweis. Aus (1.16) mit t=1 folgt

T
ElH V5 = Gr(¢")] = E[H = Y pjASjaj — Vo).
j=1
Bedingt man den j-ten Summanden der Summe auf F;_; erhélt man unter Verwendung
von (1.15)

T
= B[H(1 =3 BiAS}aj)] — B[Vya].
j=1

Verwenden wir erneut die Identitét

T T T
[ITA-c)=1=> ¢ J] 1-a)
j=t+1 j=t+1 I=j+1

erhalten wir mit der Definition von ~ZO die gewunschte Eigenschaft fiir den Erwar-
tungswert. Wir gehen analog fir E[(H — Vi — Gr(¢*))?] vor. Fiir t=1 liefert (1.16)

T T
E[(H - V§ — Gr(¢"))?] E[[T(1 = B;A8)? + E[(H =Y pjAS} 1))
j=1 j=1
—2Vy B[(H — Z piASjag ).
j=1

Aus (1.12) folgt
T

(V)BT = B;487)%] = (Vg)*E[Z°).

j=1
(1.11) wiederum liefert

T
—2VyE[(H =) pjASaj)an] = =2V E[Z°H].
j=1

Betrachten wir den j-ten Summanden bedingt auf F;_;

E[PJAS;%'HOQ | Fj-1]-



KAPITEL 1. ZEITDISKRETE MODELLE 15

Es gilt
T j—1 B T
H (1-3ASEH = [1(1 - 8:ASH [I(1 - BrASEH) =« H (1 — BLASY).
k=1 k=1 k=j k=1

p; ist F;_1-messbar, es folgt
[pJAS O‘J-&-lall}— 1] =

T
pj H — BLAS}) [AS}(l - 5jAg;) IT (1 = BASH?|F;-al.

I=j+1
Mit der Glattungseigenschaft und (1.10) erhalten wir

E[AS}(1 - B;ASHE] ﬁ (1= BAS) | F)| Fjma) = EIAS] | Fjy]

I=j+1

Insgesamt folgt ) )
Elp;AS}ajion|Fia] = p; E[AS] on | Fj_a].
Durch Anwendung von (1.13) auf die rechte Seite folgt

T T
E[p;AS} T[ (1—BAS)H H (1 - BLASH|F; 1] =0  P-fs. (1.18)

l=j+1 k=1
und damit die gewiinschte Eigenschaft. O

Definition 1.28. Ein signiertes Maf Q heift signiertes Martingalmaf fir S*, wenn
° Q)=

e QKPP
aQ 5
* 5 € L7 bzgl. P
o S' st ein Q-Martingal ist, d.h.
dQ &
[ S |Fio1] =0 P-fs.vte{l,..,T} (1.19)

Korollar 1.29. Sei E[Z°] > 0. Wir definieren das signierte Martingalmafi Q* 1iber
die Dichte
aQ*  Z°
dP = E[Z°]
FEs gilt: Es existiert eine eindeutige varianzoptimale Handelsstrategie (Vi, ¢*). Vi ist
gegeben durch

(1.20)

E[HZ"]
E[29]

Vo = = Eq-[H].
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Beweis. Aus Korollar (1.27) ist sofort ersichtlich, dass die Wahl von V" optimal ist.
Die Existenz von ¢* liefert uns Korollar (1.21). Die Eigenschaften eines signierten
Martingalmafles folgen aus der Definition von @Q* und (1.14). O

Bemerkung 1.30. Q* heifit varianzoptimales signiertes Martingalmafl. Z° kann nega-
tive Werte annehmen, damit ist Q* im Allgemeinen kein Wahrscheinlichkeitsmafl und
die Positivitat von V' ist nicht garantiert. Korollar 1.27 liefert uns Aussagen zu Er-
wartungswert und Varianz des Hedgingfehlers, bei optimaler Wahl von V" gilt

E[H —-Vy —Gp(¢")] =0  P-fs. (1.21)

Die explizite Berechnung der Varianz mittels Fouriertransformation wird in Satz 1.60
behandelt. Um eine explizite Darstellung fiir ¢* zu erhalten, fithren wir im néchsten
Abschnitt das Konzept der lokal risikominimierenden Handelsstrategien ein.
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1.3 Lokal-Risikominierende Handelsstrategien

In diesem Abschnitt verfolgen wir den Zugang des lokal risikominimierenden Hed-
gens. Die Verwendung nicht selbstfinanzierender Handelsstrategien ermdoglicht perfek-
tes Hedging der Forderung H, Ziel ist es die dabei auftretenden zusatzlichen Kosten
gering zu halten. Wir folgen den Arbeiten von [7], S. 348 ff und [1]; [10] behandelt lokal
risikominimierendes Hedgen in zeitstetigen Modellen, die Ergebnisse sind leicht fiir un-
sere Zwecke adaptierbar. Im Mittelpunkt der Betrachtungen stehen die Fragen nach der
Existenz von Losungen des Minimierungsproblems, Analyse der Struktur der Losung
sowie einer Verallgemeinerung der Kunita-Watanabe Zerlegung der Forderung H. Am
Ende des Abschnitts werden wir eine Verbindung zwischen dem mean-variance Pro-
blem sowie dem lokal risikominimierenden Problem herstellen, und, unter bestimmten
Einschriankungen, eine rekursive Darstellung fiir varianzoptimale Handelsstrategien
herleiten. Es sei Annahme 2 erfiillt.

Definition 1.31. Sei ¢ = (¢°, ¢') eine Handelsstrategie gemdfs Definition 1.6. Der
Kostenprozess der Handelsstrategie ist definiert als

Ci(p) :=Vi—=Gy t=0,...T (1.22)

Bemerkung 1.32. Fiir selbsfinanzierende Handelsstrategien ist der Kostenprozess kon-
stant gleich dem Anfangsinvestment V.

Definition 1.33. Sei H € L2(Q, Fr, P) eine (diskontierte) Forderung. Wir nennen
eine Handelsstrategie ¢ = (¢°, ¢') L2-zulissig, wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

Vi(p)=H  P-fs
Ve L2(Q,F,P)  vte{0,..,T}
G, e L2(Q,F,P) Yte{o,..,T}
Bezeichne ®'°¢ die Menge aller L?-zuldssigen Handelsstrategien.

Definition 1.34. Der lokale Risikoprozess einer Handelsstrategie ¢ € ®'°¢ ist definiert
als

R(¢) := E[(Ci11(9) — Cu(9))*| ) = E[(AC1)*|F)  t€{0,..T —1}. (1.23)
b € dloc heift lokal risikominimierend, wenn fiir alle ¢ € ®'o°
R($) < R*(¢)  Vte{0,..T -1} (1.24)
erfillt ist.

Wir versuchen also die bedingte quadratische Zunahme der Kosten zu minimieren.
Im Allgemeinen ist gg nicht selbstfinanzierend, allerdings erfiillt sie die schwéchere
Eigenschaft im Mittel selbstfinanzierend zu sein. Der Kostenprozess von (ﬁ ist stark
orthogonal zu S = (1, 5").
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Definition 1.35. ¢ € ¢ heifit im Mittel selbstfinanzierend, wenn der Kostenprozess
C(¢) ein Martingal bzgl. P ist, d.h.

EAC ()| F]=0  P-fs.vte{0,...T —1}.

Definition 1.36. Zwei adaptierte Prozesse U,V heiflen stark orthogonal zueinander
bzgl. P, wenn die bedingte Kovarianz der Zuwdchse

Cov[AUy1, AViy1| Fi] vt € {0,...,T — 1} (1.25)
wohldefiniert ist und P-f.s verschwindet.

Folgender Satz liefert uns eine Charakterisierung der lokal risikominimierenden Han-
delsstrategien durch diese beiden Eigenschaften.

Satz 1.37. ¢ € ®°° ist genau dann lokal risikominimierend, wenn ¢ im Mittel selbst-
finanzierend ist und der Kostenprozess C(¢) streng orthogonal zu S ist.

Beweis. Zerlegen wir den lokalen Risikoprozess in zwei Terme und betrachten diese
einzeln

Ri*“(¢) = Var[AC(9)|F] + E[ACi11(9)|F)

Die bedingte Varianz dndert sich durch die Addition F;-messbarer Terme nicht, es gilt
VarlACu (D) F] = Var(Vii(6) — 6}, ASY |7 (1.26)

Unter der Beachtung der F;-Messbarkeit von ¢} 4 folgt
E[AC1(9)|F? = (E[Vin|F) — ¢ BIASL | F) = Vi)? (1.27)

Wir fixieren t und V11 (¢) und bestimmen ¢}, , und V; derart, dass (1.26) und (1.27)
minimal werden. Da ¢ nicht notwendigerweise selbstfinanzierend ist, kénnen wir ¢°
so modifizieren, dass V;(¢) jeden beliebigen Wert annimmmt, die Werte von ¢} 4 und
Vi1 unverandert bleiben und die Handelsstrategie ¢ immer noch in ®%¢ liegt. Eine
derartige Modifikation hat keinen Einfluss auf (1.26); daraus lésst sich eine notwendige
Bedingung fiir die Optimierung von R¢(¢) ableiten

Rl¢(¢) ist optimal = V, minimiert (1.27)
Dies ist genau dann der Fall, wenn
Vt = E[‘Zﬁ+1’ft] - ¢%+1E[Agg+1‘ft]a (1.28)
wir erhalten

0= E[Vwrl‘]:t] - ¢%+1E[A§tl+1“7'—t] - ‘7:5 = E[Aétﬂ‘}—t]
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und damit die gewiinschte Martingaleigenschaft fir C. (1.26) ist eine quadratische
Form in ¢, Differentiation nach ¢, liefert: (1.26) ist genau dann minimal, wenn

E[(Vis1(9) = 611 ASE)(ASL)IF) = BV — ¢ ASLFIE[AS 1| F) =0
erfiillt ist. Dies entspricht der per Definition der bedingten Kovarianz der Bedingung
OOU[VHI - ¢t1+1A5t1+17 Agtl-i-llﬂ] = 0. (1.29)
Durch Subtraktion von V; erhalten wir
COU[VHI - ¢%+1Agtl+l -V Agze1+1|-7"t] = COU[Aét+1(¢)a Agztl+1|ft]'
Auf Grund der Martingaleigenschaft von C; gilt

Cov[ACu1(9), ASy | F) = B[(ACu41(6))(ASE)|F. (1.30)
(1.26) ist genau dann minimal, wenn E[AC, 1 AS} | |F] = 0 erfiillt ist. Das beweist
den Satz. O

Satz 1.37 liefert uns eine Rekursionsformel zur Berechnung der Handelsstrategie ¢.
Wir fassen das Vorgehen im folgenden Satz zusammen.

Satz 1.38. Sei die Bedingung (1.3) erfillt. Dann liefert folgende Rekursion eine lokal
risikominimierende Handelsstrategie ¢ = (¢°, ¢').

V() .= H

N C’OU[‘Z+1($)7A'§1}+1|}—7§] i}
G Var[A§t1+1|E] tarlasi 720

Vi(9) := E[Vip1 (9)|F] — 6L, EIASL, | F]

&7 = Vi(d) — &S]
Beweis. Dass die angegebene Handelsstrategie lokal risikominimierend ist folgt aus
(1.28) und (1.29). Es bleibt zu zeigen, dass ¢ tatsichlich £2-zulassig ist. Es gilt

Cov[Vi(9), AS} | Fi1)?
Var[AS}Fi_1]?

E[(${AS])"] = B E[(AS) | Feerl variasi 7120

Per Voraussetzung gilt (1.3), dies ist dquivalent zu
(1.3) <= (1 + C)E[AS}|Fi]* < B[(AS))|Fii]
> —(1+ C)E[ASHFi1)? > —E[(AS})?|Fi]

> (1+ C)Var[AS}|Fi1] > CE[(AS})?|Fii]
> (1+ C)Var[AS}|F-1] = E[(AS})?|Fp]



KAPITEL 1. ZEITDISKRETE MODELLE 20

Damit folgt

COU[‘Z(&)aéSﬂFpl]Q
Var[ASHFi_1]

E[(${AS}] < (1+O)E| | < 1+ O)EVar[Vy(o)|Fii]

Der letzte Term ist endlich, wenn V; € £2. Ist dies der Fall, folgt ¢!AS! € £2 und
damit Vi_1(¢) € L2 Die Quadratintegrierbarkeit folgt nun durch Riickwértsinduktion
aus H € L2 O

Bemerkung 1.39. Fur den Fall, dass (1.3) erfillt ist, erhalten wir analoge Resultate
zu Abschnitt 1.2. Die Existenz einer lokal risikominimierenden Handelsstrategie ist
gesichert, diese ist eindeutig wenn

Var[ASHF, 1| #0  vte{l,..T}

erfiillt ist. Wir werden uns in Folge mit Zerlegungen der Forderung H beschéftigen,
dies ermoglicht es den Wertprozess einer lokal risikominimierenden Handelsstrategie
als bedingte Erwartung von (H) nach einem signierten normierten MaB Q darzustellen,
d.h. o )

V}(Cb) = EQ[H|~7:t]'

Von zentraler Bedeutung ist dabei eine Verallgemeinerung der Kunita-Watanabe Zer-
legung, die Orthogonal-Zerlegung (Foéllmer-Schweizer Zerlegung).

Lemma 1.40. Es ezistiert genau dann eine lokal risikominimierende Handelsstrategie
o = (¢°, @), wenn es eine Zerlegung von H der Form

T
H=c+> ¢,AS} + Lr
t=1
gibt. Dabei ist c € R, ¢! ist ein vorhersagbarer Prozess mit

wASH e £% vt e {0,..,T},

und L ist ein quadratintegrierbares P-Martingal, das stark orthogonal zu S* ist und
Ly = 0 erfullt. In diesem Fall ist die lokal risikominimierende Handelsstrategie ¢ =
(¢°, &) gegeben durch

Qgtl = O
Be=c
t
¢) =+ Y GIAS + L, — ¢lSH vt e {1,..,T}

s=1

Die Zerlegung ist eindeutig in dem Sinne, dass L eindeutig bestimmit ist.



KAPITEL 1. ZEITDISKRETE MODELLE 21

Beweis. 7 = " : Sei ¢ = (¢°, ') eine lokal risikominimierende Handelsstrategie mit
Kostenprozess C(¢). Wir setzen
Ly == Ci() — Co(9).

Aus Satz 1.37 folgt, dass L ein quadratintegrierbares P-Martingal ist, das stark ortho-
gonal zu S! ist und Ly = 0 erfiillt. Die gewiinschte Zerlegung folgt durch Einsetzen.
” <= 7: Sei die Zerlegung gegeben. Der Kostenprozess von ¢ = (¢°, ¢') hat die Form

Cy(d) = ¢+ L.

C (QAS) ist ein P-Martingal und stark orthogonal zu S*, ¢ = (q%o, ngﬁl) ist damit nach Satz
1.37 eine lokal risikominimierende Handelsstrategie. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit
von L, nehmen wir dazu an, es gebe eine zweite Zerlegung von H in den Termen ¢

und L. Wir setzen .

Ny =L, — Zift = Z(& - ¢i)A‘§;

s=1

N ist ein quadratintegrierbares P-Martingal und starkt orthogonal zu S'. Es folgt V¢
E[((¢; — ) ASHAS! | Froa] = 0
Multiplikation mit ¢} — ¢} liefert
0= E[((¢f — ¢1)AS})?*|Fia] = E[(N, = Nioy)?*| Fia).
Ny = 0 ist nach Konstruktion erfiillt, es folgt
Ny =Ny=0 P-fs.
und damit die Eindeutigkeit von L. O
Ist das objektive Mafl P ein Martingalmaf, erhalten wir folgendes Ergebnis:

Korollar 1.41. Sei S* ein quadratintegrierbares P-Martingal. Dann existiert eine lokal
riskominimierende Handelsstrategie ¢ = (¢°, ¢'), diese ist eindeutig in dem Sinne, dass
der Wertprozess

Vi(¢) = E[H|F] Vte{0,...T} (1.31)
eindeutig bestimmt ist. Der Kostenprozess hat die Form
Ci(d) =Vo(d)+ L, Vte{o,..,T}
wobei L das stark orthogonale P-Martingal aus der Orthogonal-Zerlegung von H ist.
Beweis. Ist S' ein P-Martingal, dann gilt
0= E[AS}F1]> < CVar[ASHF,_]  vte{l,..,T},

d.h. (1.3) ist erfiillt. Aus Satz 1.38 folgt die Existenz einer lokal risikominimierenden
Handelsstrategie gg Aus Lemma 1.40 folgt die Existenz der Orthogonal-Zerlegung von
H. Die beiden Aussagen folgen nun durch Bedingung der Orthogonal-Zerlegung sowie
der Eindeutigkeit des quadratintegrierbaren P-Martingals L. O
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Bemerkung 1.42. Korollar 1.41 lasst sich auch iiber die Verwendung der Kunita-
Watanabe Zerlegung beweisen. Ist P ein Martingalmaf existiert die Kunita-Watanabe
Zerlegung von H gemaB Satz 3.3. Diese entspricht der Orthogonalzerlegung, nach
Lemma 1.40 existiert eine lokal risikominimierende Handelsstrategie, die (1.31) erfiillt.
Dieser Beweis ware in einem mehrdimensionalen Finanzmarktmodell vorzuziehen, da
es keine dquivalente Bedingung zu (1.3) gibt. (1.31) ermdglicht es uns, V(¢) als fairen
Preis von H zum Zeitpunkt t zu interpretieren. Zur Verallgemeinerung lassen wir die
Annahme P wére ein Martingalmafl fallen und konstruieren ein signiertes Martingal-
maB, das (1.31) erfullt.

Wir beziehen uns nun im Folgenden wieder auf [1].

Proposition 1.43. Sei die Bedingung (1.3) erfillt und (éo, ggf) eine lokal risikomini-
mierende Handelsstrategie. Sei die Orthogonalzerleqgung von H durch

T
H=Ho+Y ¢;AS} + Ly
t=1
gegeben. Desweiteren sei die Doob-Zerlequng von S* gegeben durch
S'=S}+Y + B,

B bezeichne dabei den quadratintegrierbaren vorhersagbaren Prozess und Y das quadra-
tintegrierbare P-Martingal. Wir definieren das signierte Martingalmaj$ () mit Dichte

Q _
ap
wobei Z gegeben ist iber
.1 AS!
=g as
s=1 - 65 s
mit
€ = AB,
U El(AS)RIF
Fiir Q qilt A
d0O -
E[dgASHE_l] =0 P-fs.Vte{0,..,T} (1.32)

Beweis. Wir zeigen, dass Z ein quadratintegrierbares P-Martingal ist, das (1.32) er-
fillt. Es gilt

1 - §AS]
1—&AB;

1 —&§AB;

E[AZtlﬂfl] == thlE[ @
Y t

—1Fi1] = Zi( ~1)=0  P-s.
Die Quadratintegrierbarkeit folgt aus der Quadratintegrierbarkeit von S* und B. Wir
definieren

- —E[ASHF 1]
" Var|ASHF 1]
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sowie den Prozess A; uber

AAt — )\tAY;g
7 besitzt die Darstellung
t t
Zy=[[(QA+\AY:) = [[(1+AA,) Wt
s=1 s=1
da
t L Var[ASHF,_1] — (AY,)E[ASY F,_1]
1+ NAY, 5 = g
5:1—[1( )= 1:[1 Var[ASHFs 1]

L B[(ASLIF, ] — (AB,) — (AY,) BIASHF,
Var[A§§|.7:s_1] '

s=1

AB, = E[AS}|F,_1] liefert

L E[(ASH?|F,_1] — E[ASYF,_1(AB, + AY,)
- 81;[1 Var[ASY| F,_i]
_ ﬁ E[(A ) | Fo-1] — E[ASHF,_1](ASY)

=1 Bl(ASYH?|Faoy] — (E[ASYHFoy])?
R RN
_S:Hl 1 EIASUF ] _5:Hl 1-¢AB,

E[(AS})?|Fo-1]

A ist ein quadratintegrierbares P-Martingal. Wegen Proposition 3.5 ist Z ein P-Martingal
und @ ein zu P absolut stetiges signiertes Maf (aber kein dquivalentes Maf da die Po-
sitivitdt von Z nicht gegeben ist). (1.32) folgt aus

dQ Zi-1 1N A G
AS} = E(1 — EASHAS) | Fie
Bl AS! R = T A B0~ 6ASHAS 7y
Zt 1 1
=————F[A ABy|Fi_1] = P-fs.
1—£tABt [ S t|ft 1] 0 S
O
Satz 1.44. Der Wertprozess von ¢ = (¢°, ¢1) erfiilit
Vi(9) = EglH|Fima]  P-fs.Vte{l,...T} (1.33)
Die Konstante Hy in der Orthogonalzerlequng von H ist gegeben durch
Ey gsAsl .
E[H H - SSAB = Ey[H] (1.34)
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Beweis. Per Konstruktion der lokal risikominimierenden Handelsstrategie besitzt f/(gg)
folgende Form
t
Vi(¢) = Ho+ > oy ASs + L,
s=1

sowie

Vr(p)=H  P-fs.

Konnen wir zeigen, dass f/t(gzg) ein Q Martingal ist im Sinne von Definition 1.28, folgt
(1.33). Wir erhalten

A

B2 AV Fer] = BIZ(GIAS) + AL)|F)

1 —&(AY: + ABy)
1-&AB,

E[(AL)(AY)|Fia] =0 Pes.

- QE%E[ZtAgtl’ft,ﬂ + E[Zt,1

&t
1— ¢AB,

AL | Fii]

= Z 1 E[AL|Fyq] —

wobei letzterer Term auf Grund der starkten Orthogonalitit von L zu AS! und da-
mit zu Y verschwindet. Damit folgt die gewiinschte Aussage. Wir zeigen(1.34) tiber
Induktion nach t. L ist stark orthogonal zu AS* und es gilt die Identitét

AL, = AVy(9) — 6;AS}.
Daraus folgt
0 = E[(AL)(AS)|Fia] = E[(AVi() — $1ASHAS!|Fia].

Wir erhalten fiir ¢}
5 _ EIAT(AS!IF ]
E[(AS})?|F]
Weiters folgt aus der Martingaleigenschaft von L

(1.35)

0 = E[AL|Fi_1] = E[AV(9)|Fi1] — ¢ E[AS} | Fioi]
= E[AV(¢)(1 — EAS))|Fii] = E[Vi(§)(1 — EAS))| Fima] — Vit (9)(1 — EABy).

Damit gilt
-~ - 1—&AS!
Vt—l(ﬁb) = E[th—?ABil]:t_l]

(1.34) folgt mit

Hy = E[Vo(9)]
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Bemerkung 1.45. Satz (1.44) ermoglicht es, den Wertprozess der lokal risikominimie-
renden Handelsstrategie als bedingte Erwartung von H zum Zeitpunkt t zu interpre-
tieren. Da Q ein signiertes Maf ist, besteht allerdings die Moglichkeit, dass der Wert-
prozess negative Werte annimmt. Es stellt sich die Frage, unter welchen Bedingungen
() ein Ma8B ist. Wir wissen aus Proposition 3.5, dass A, = M AY,

ANy > —1 vt
erfiillen muss. Dies ist dquivalent zu folgender Eigenschaft: Vt gilt
(ASHE[ASHF_1] < E[(ASH?|F,.1]  P-fs. (1.36)
da

Var[ASHFi_1] > (AY,)E[AS}H Fiy] <=
E[(AS})?|Fi-] > (AY) E[AS}|Fioa] + BIAS} | Fioa]? = (A} E[AS | Fioa].

(1.36) ist eine starke Einschrankung an unser Modell, AS! muss dazu durch F,_;-
messbare Terme beschréankt sein - im Allgemeinen ist @ kein WahrscheinlichkeitsmaB.
Wir beenden diesen Abschnitt, indem wir einen Zusammenhang zwischen der varian-
zoptimalen Handelsstrategie (V, ¢;) und der lokal risikominimierenden Handelsstra-
tegic ¢ = (¢°, #') herstellen. Es sei hier nochmals erwihnt, dass Bedingung (1.3) die
Existenz beider Handelsstrategien garantiert.

Zur Verkiirzung der Notation definieren wir den Prozess

= E[(AthAgg)@Hﬂﬂq]

E[(AS})? Ty (1= BASH?|Fy] viedl,... T} (1.37)

Nach Konstruktion ist der Prozess vorhersagbar und wohldefiniert auf Grund von
Proposition 1.23.

Satz 1.46. Sei (1.3) erfallt. Sei (Vi ¢f) eine varianzoptimale Handelsstrategie und
o = (¢°, ) eine lokal risikominimierende Handelsstrategie. Dann gilt

67 = 01 + BV (9) = Vi = Gea(67)) + (1.38)
Beweis. Der Beweis basiert auf der bereits bekannten Darstellung (1.17)
o7 = pe — B (V5 + Gio1(0"))

Wir verwenden die Orthogonalzerlegung von H sowie die analoge Darstellung fiir f/t(@
Fiir den Zahler von p; gilt

E[HAS} oy 1| Fia] =Viea(9) E[AS oy 1| Fioa] + 6, E[(ASH g 1| Fii]

T
+ Y El¢jASIAS} ayir|Fioi] + E[(Lr — Li—1) AS gy | Fial.

I=t+1
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Bedingung der Summe auf F;_; und (1.14) liefert
E[E[3;ASIAS ap i |Fral|Fioa] = E[@IAS} EIAS} ayia|Fia)|Fia] =0 P-fs..
Division durch den Nenner liefert

pr = Btvt—l(ég) + Qgi + Yt

wobei der erste Term aus der Definition von 3 folgt, den zweiten Term erhalten wir
durch Bedingung auf F; und Anwendung von (1.10). ]

Bemerkung 1.47. Ist P ein Martingalmaf}, verschwinden die Prozesse § und v P-f.s.
und die MaBe Q und Q* stimmen mit P iiberein. Die Orthogonalzerlegung von H ist
wie bereits in Bemerkung 1.42 erwahnt die Kunita-Watanabe-Zerlegung und es gelten
die Identitdten

sowie

Hy=Vy = E[H].
Die Varianz des Hedgingfehlers bei Mean-Variance Hedging ist durch
E[(H = Vg = Gr(6))*] = B[L7]
gegeben.

Bemerkung 1.48. Um eine 0konomische Betrachtung zu erleichtern schreiben wir

&7 = & +&(Vie1(9) = Vi = Goea(07) + (B — &) (Vier(0) = Vi = Geea(97)) + ).

Der erste Term ist der Aktienanteil (respektive der Anteil im risikobehafteten Fi-
nanzgut) der lokal risikominimierenden Handelsstrategie und reprisentiert nach [1]
die Aufwiandungen ,die nur fir die Nachbildung der Forderung notwendig sind, ohne
Betrachtung des mean-variance Kriteriums.

Der zweite Term

ABt t—1
= ((Ho + 1AS1 + L AS“
g7 o+ 20 1) Z@

ist eine mit & gewichtete Differenz zwischen dem Wert der lokal risikominimierenden
Handelsstrategie sowie dem Wert der varianzoptimalen Handelsstrategie zum Zeit-
punkt ¢t — 1. & erfiillt

AB,  _ E[ASHF ]
E[(AS}?|Fiea]  E[(AS}?Fi-a]
dementsprechend interpretiert [2] den Term als die Aufwindungen, die durch das mean-

variance-Konzept entstehen. Zur Betrachtung des dritten Terms definieren wir den
mean-variance-tradeoff Prozess

t 2
(ABq)
W, = E -
" = Var|ASHF,_]

& =

vt e {0,..,T} (1.39)
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Nach [1] reprasentiert der dritte Term das Zusammenspiel zwischen dem nicht hedg-
baren Anteil L sowie dem mean-variance-tradeoff Prozess W. Der Term verschwindet,
wenn W Vt deterministisch ist . In diesem Fall erhalten wir eine vereinfachte Dar-
stellung von ¢*, die die Grundlage fir die explizite Berechnung der varianzoptimalen
Handelsstrategie in Abschnitt 1.4 sein wird.

Wir bereiten tiber zwei technische Aussagen den Beweis des gewiinschten Zusammen-
hangs zwischen ¢* und ¢! vor.

Lemma 1.49. Sei W, deterministisch fir alle t € {0,...,T}. Dann gilt

&AB, ist deterministisch ¥ t (1.40)
sowie
T R T
EIIJ(1 = &ASH|Fa] = [J(1 = &AB,) - P-fs.. (1.41)
s=t s=t

Beweis. Wir betrachten

_ E[ASHFEIAB + AYi|Fia] _ Var[AS}F,]
E[(ASE)?| Fi] E[(AS})?| Fi1]
E[ASHFia]?

=(1 5 -
( +Var[ASt1|ft_ﬂ)

(1 - ftABt) =1

Der letzte Term ist nach Voraussetzung deterministisch, es folgt (1.40).
Sei t fix, es gilt

T T-1

E[[I(1 = &ASH|Fro] = (1 — &rABr) [ (1 — &ASY). (1.42)
s=t s=t
(1.41) folgt aus (1.40) sowie Bedingung des zweiten Terms. O

Lemma 1.50. Sei W, deterministisch fir alle t € {0,...,T}. Dann gilt
Bt = gt P-f.S. Vt
und Q und Q* stimmen tberein.

Beweis. Wir werden die Eigenschaften tiber Riickwéartsinduktion nachweisen, nach
Konstruktion gilt
ﬁT = £T P-fs..

Sei die Induktionshypothese fir t+1 erfiillt, Bedingung auf F; und (1.10) liefert

5, — E[AS} 1| Fii] _ E[ASHITL (1 — &ASY)|Fid]
— _ i} — - 2
E[(AS})2 T (1 = BASI | Fia]  E(ASH? T (1 — &ASY | Fio]
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Aus (1.41) folgt
615 — E[A~5t1|ft—1] Z:t+1(1 - gsBS) — ft
E[(AS})?|Fea] iy (1 — €.By)
Aus der Definition von £ und (1.3) folgt
T 3 T
E[Z°] = E[]](1 = &AS)] = [ (1 = &AB,) > 0. (1.43)
s=1 s=1
und damit A
20 =Zp P-fs..
O]
Wir konnen damit den letzten Satz dieses Abschnitts beweisen.
Satz 1.51. Sei W, deterministisch fir alle t € {0,...,T}, dann gilt
oF = or + &WViea(§) — Vi = Gia(¢7))  P-fs.Vte{l,...T} (1.44)

Beweis. Wir zeigen, dass 7, = 0 Vt. Sei t fix und s>t, aus Lemma 1.50 sowie Bedin-

gung nach F; folgt
E[ALSAS;at+1|f5_1]

T s—1
= E[AL,(1 = &AS)E[ [ (1= GAS)|FJ|IF—a]AS) T (1 —&AS)).
l=s+1 I=t+1
Lemma 1.49 liefert

T s—1

= E[AL(1 = &ASH|Foa) T (1= &AB)AS) ] (1-&AS) =0 P-fs..

l=s+1 k=t+1

Die letzte Gleichung folgt aus
E[AL(1 - &ASH|Fo) =0 P-fs.

da L ein P-Martingal und stark orthogonal zu AS! ist.
Analoges Vorgehen liefert uns

T
E[ALAS! | Fioi] = E[ALASHF ) [ 1 -§AB)=0  P-fs.

I=t+1

Summation tiber s > t sowie Bedingen nach F;_; liefert
E[(Ly — Li 1)ASt | Fioa) =0 P-fs..

Damit verschwindet der Zéhler von « und wir erhalten die gewiinschte Eigenschaft.
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1.4 Fourieranalytische Methoden zur Berechnung
der varianzoptimalen Hedge

Inhalt dieses Abschnitts ist die Berechnung des optimalen Startkapitals sowie der
Varianz des Hedgingfehlers in diskretisierten exponentiellen Levymodellen. Die Mo-
delle sind unvollstandig und besitzen einen deterministischen mean-variance-tradeoff
Prozess. Zur expliziten Berechnung verwenden wir eine zeitdiskrete Formulierung von
Satz 2.35, Ziel ist es die Ergebnisse von [12], Kapitel 5 nachzuvollziehen sowie auf das
Merton Sprung-Diffusionsmodell zu erweitern. Grafiken und Tabellen befinden sich am
Ende des Abschnitts.

Definition 1.52. Wir betrachten im folgenden ein T-Periodenmodell mit Zeithorizont
{0,...,T} mit T € R. Dem Modell liegt ein Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F, P) und eine

.....

Fo =1{0,0Q}.
Der risikolose Bond S° = (S})ieqo,.. 1y besitzt die Darstellung
SY = et
mit r € R. ) )
Der diskontierte Wert der Aktie S* = (S})ico,.. 1y st durch
3 = s

-----

ten:
o X ist F-adaptiert.
o X;,=0.
o AX, =% AX, Vt,s € {1,...,T}.
o E[AX|Fi1] = E[AX] vt e {1,..,T}.
o E[e*M] < 00,

Bemerkung 1.53. S* besitzt einen deterministischen mean-variance-tradeoff-Prozess,
da

E[AS}F,_1] = SL E[e2X| Fi_i] = St E[e”Y]
Var[ASHFi_1] = (5L )2 Var[e®*X| F,_y] = (SL )V ar[e*2X).
Damit folgt
Woo s LB et
t (SL))2Var[e2aXs]  Var[e?AXe]’

s=1
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Im weiteren Verlauf folgen wir den Ausfithrungen in [12], Kapitel 2. Ziel ist die ex-
plizite Berechnung der Orthogonalzerlegung einer Forderung H, Satz 1.51 liefert uns
eine Darstellung der varianzoptimalen Hedge.

Definition 1.54. Sei H eine quadratintegrierbare europdische Forderung. H ist zulds-
sig wenn H = f(S}) und

1(s) = [ 5°T(az)
fir ein endliches, komplexes Maf 11 auf {z € Cla < Re[z] < b} erfillt ist. a,b € R
werden derart ausgewdhlt, dass

Ele***] < 0o und B[] < 00

erfillt ist.

Lemma 1.55. Eine europiische Calloption H = (g% —

K>0 besitzt die Darstellung

e "I K), mit Ausiibungspreis

N 1 /RJrioo B K1-=

fp(s) =(s— K)4 dz Vs >0,

= o Jrei z(z—1)
dabei ist R > 1 beliebig und K = e "TK der diskontierte Ausibungspreis.

Beweis. Fir Relz] > 1 gilt

Die Aussage folgt aus Satz 3.22. O

Lemma 1.56. Sei z € C derart, dass (S})? € L erfillt ist. Fiir die durch

definierte Zufallsvariable H(z) gilt:
H(z) besitzt eine durch
T ~
H(z) = H(2)o+ Y ¢'(2):AS} + L(2)r (1.45)

t=1

gegebene Orthogonalzerlegung mit
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und

9(2):
m(z) = E[e**].

Beweis. Per Voraussetzung ist Bedingung (1.3) erfiillt, nach Satz 1.38 und Lemma 1.40
besitzt H(z) eine eindeutige Orthogonalzerlegung. Ist L(z) ein zu S* stark orthogonales
P-Martingal, so ist die Orthogonalzerlegung tiber (1.45) gegeben.

Es gilt

E[AL(2):Fe-a] = BI(S)*h(2)"™" = (SL1)*h(=)" 7 = g(2)h(2)" (S AS} | Fii]
= (5L h() B[ — h(z) — g(2)(>% — 1)
= (S1)"h(2) ' E[m(2) — g(2)(m(1) — 1) — h(2)] =0,
damit ist L(z) ein P-Martingal. Sei die Doob-Zerlegung von S* durch
St=S8+Y+B

-----

B = (Bt)te{o ,,,,, 7} ein quadratintegrierbarer, Vorhersagbarer Prozess. Nach Proposition
1.18 gilt

AY; = AS} — BIAS}|Fia] = Spy (2% — E[e2™)).
Wir erhalten
E[(AY;)(AL(2)e) | Fii]
= (S h() T B[ = m(1) (2 — h(2) — g(2) (2N = 1))]
= (B0 h(2) BIAN (4% — h(z) — g() (e~ 1)
= (S () (m(z + 1) = m(1)h(z) = g(z)m(1)(m(1) = 1)) =0

und damit die starke Orthogonalitat von L(z). [
Korollar 1.57. Jede zulissige Forderung H = f(g%) besitzt eine Orthogonalzerlegung
der Form .
H=Hy+Y ¢:AS! + L,
s=1
mit

H, = / H(2),I1(d2)
ot = [ ¢ ()1lldz
L = /L(z)tﬂ(dz) — H, — Hy— ij NG

Die Prozesse H, ¢' und L sind reellwertig.
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Beweis. Wir zeigen, dass L = (Ly)ieqo,...,r} €in zu S stark orthogonales P-Martingal

-----

ist. Die totale Variation des komplexen Mafles II nach Definition 3.23 ist ein positives
Maf und es gilt

[ EIALE) M dz) <

Damit sind die Voraussetzungen fiir Fubini erfiillt, aus der Martingaleigenschaft von
L(z) folgt fir A € F;,_4

AAMWZA/mmmmm:/éAumwm@ﬁw

= E[ALt|«Ft—l] — 0

Die starkte Orthogonalitat folgt durch analoges Vorgehen fiir M L.

Zu zeigen bleibt, dass H, ¢! und L reellwertige Prozesse sind, wir notieren die komplex
Konjugierte eines Prozesses mit einem Balken. Per Voraussetzung sind S und damit
H reellwertig, es folgt

- —_ T — ~ PR
0=H—-H=Hy—Hy+> (¢} — ¢D)AS! + Ly — Ly

s=1

= 2i(Im] Ho—l-Z[m GLASE + Im[Ly]).

s=1

Die Orthogonalzerlegung von 0 ist eindeutig, es folgt die gewiinschte Eigenschaft. []

Bemerkung 1.58. Korollar 1.57 erméglicht eine explizite Berechnung der lokal risi-
kominimierenden Hedge (¢°, ¢') fiir zuldssige Forderungen (im Speziellen européische
Call/Put-Optionen) tiber

= /gbl(z)tﬂ (dz)
P = /H )oll(dz) + i A$+/u%mwyﬁ$;

Der Zusammenhang zwischen lokal risikominimierender und varianzoptimaler Hedge
aus Satz 1.51 ermdglicht eine explizite Berechnung der varianzoptimalen Handelsstra-
tegie.

Satz 1.59. Sei H eine zulissige Forderung nach Definition 1.54. Dann ist die vari-
anzoptimale Handelsstrategie (Vi ¢*) durch

Vi = H, (1.46)

und

~ A -
w=#+§4m4—w—@4w» (1.47)

t—1
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gegeben, wobet

m(1) —1

A= @) = 2m(1) = m(1)?

und G(¢*) den diskontierten Wertentwicklungsprozess von ¢* bezeichnet. (ViF, ¢*) ist
P-f.s. eindeutig.

Beweis. Die Darstellungen fiir ¢* folgt aus Satz 1.51 und

¢, = EIASIF] _ SL L (E[eA%) - 1) O
" EIGNAFL] (S )A(E[EA%] —2E[eA%] 1 1) 8L,

die Darstellung von Vj folgt aus Lemma 1.50. Zu zeigen bleibt die Eindeutigkeit von
(Vi, ¢*), bezeichne dazu (Vy,¢') eine zweite varianzoptimale Handelsstrategie. Wir
definieren

1 p - 1 /
Vo := 5(‘/0*""/0) ¢t:§(¢f+¢t)-

Aus

E[(Vo + G(é)r — H)?] < ;(E[(Vo* +G(¢%)r — H)!| + E[(Vy + G(¢)r — H)?|
folgt: (Vi¥, ¢*) und (Vy, ¢') sind genau dann varianzoptimal, wenn
Vi G@)r = Vo —G@)r =V =V +G(¢" = ¢)r=0  Pis.
erfillt ist. Es folgt
0= Var[Vy — Vi|Fr_1] = Var[G(¢* — ¢ )| Fr_]
= Var((¢7 — ¢7)ASH| Fr-]
= (67 = 61)*(Sp-1)*Var[e™]
und damit
¢4 —¢pp=0  P-Afs.
Die Eindeutigkeit folgt durch Riickwértsinduktion. [

Neben der Berechnung der varianzoptimalen Handelsstrategie ist die Varianz des Hed-
gingfehlers von Interesse, wir geben dazu folgenden Satz aus [12], Kapitel 2 an.

Satz 1.60. Die Varianz des Hegingfehlers Jy ist durch

Jo= [ [ hoa,y)nidy)(a)
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gegeben, wobet

Q ay,z T _m T
ol 7) = { (SR Bly + 2)2Blomed yenn oy, z) £ my + 2)
) . o1 g
0 —

(56)!**B(y, 2)Tm(y + =)', wenn  a(y,z) =m(y + 2)
m(2) —m(1)?
By, z) =m(y + z) — (m(2)m(y)m(z) — m(1)m(y + 1)m(z)
1
Beweis. Siehe ([12], Kapitel 2, Satz 2.2) O

Bemerkung 1.61. Wir beenden diesen Abschnitt mit der Anwendung von Satz 1.59 auf
vier zeitdiskrete exponentielle Lévy Modelle. Das zeitdiskrete Black-Scholes-Modell
und das Varianz-Gamma-Modell wurden bereits in [12], Kapitel 5 behandelt, wir ver-
suchen die Ergebnisse nachzuvollziechen und auf ein Merton-Sprung-Diffusionsmodell
und ein Varianz-Gamma-Modell zu erweitern.

Definition 1.62. Wir betrachten im Folgenden vier diskretisierte exponentielle Levy-
modelle mit Zeithorizont {0, ..., T} und den dquidistanten Handelsszeitpunkten k’% mit
k€{0,...,N}, T € R und N € N. Der risikolose Bond S° = (S}),eq0,z.. 1y besitzt die
Darstellung

S = e

mitr € R.

Modell 1 (zeitdiskretes Black-Scholes-Modell):

GBS _ gl elnns—"BS)konsBe
gegeben. B = (By)ico,r ist eine Standard-Brownsche Bewegung. Fiir die Parameter
qilt:
pps = —0.1838  o%4=0.0405 S} =100
Modell 2 (zeitdiskretes Normal-Invers-Gauf-Modell):

.....

=~ NIG
SMIC = 5eXY,

gegeben. X NG = (XfVIG)te[QT] ist ein Normal-Invers-Gaufs-Prozess mit charakteristi-
scher Funktion

¢n1c(u)e = Explt(pnreui + 5NIG(\/042 -5 = \/a12VIG — (Bnic +1u)?)].
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Fiir die Parameter gilt:
UNIG = —0.04 NG — 75.49 51\710 = —4.089 5NIG =3.024 Sé =100

Modell 3 (zeitdiskretes Varianz-Gamma-Modell):

77777

~ vGa
576 = e

Y

gegeben. XV = (XY %)epm ist ein Varianz-Gamma-Prozess mit charakteristischer
Funktion

ol = (e

Fir die Parameter gilt:
pveg = —0.1838  ayg =24.9597  Byg = —0.5051  dyg=1 S5 =100.

Modell 4 (zeitdiskretes Merton-Sprung-Diffusionsmodell):

.....

ggD — SéeﬂJDt'f‘O'JDBt"FZiV:tl Yy

gegeben. B = (By)cor) st eine Standard-Brownsche Bewegung, der Prozess Z =
(Zt)te[o,T] mit

Nt
Zi=Y Y.
s=1
beschreibt einen zusammengesetzten Poissonprozess mit Intensitit \jpt und normal-

verteilten Spriingen )
Y; ~ N (a,b%) Vi

Fiir die Parameter gilt:

pip=-02  0;p=01999 a=-0.1
b=005  A;jp=0.0404 S5 =100.

Die Parameterwahl von Modell 2 entspricht der Wahl von [12], Kapitel 5, die Mo-
delle 1, 3 und 4 wurden derart parametrisiert, dass Erwartungswert und Varianz der
Aktienpreise fiir alle t € {%, .., T} tibereinstimmen.

Bemerkung 1.63. Die verwendeten Lévy Prozesse erfiillen die Voraussetzungen aus
Definition 1.52, im Speziellen sind die mean-variance-tradeoff-Prozesse deterministisch.

Ziel ist die Bepreisung einer européaischen Call mit Ausiibungspreis K = 99 und Lautf-
zeit T'= 0.25 in den vier Modellen. Das optimale Anfangskapital ist jeweils tiber

1

0 1\ Rtui AN K
o= %/o Rel(So) ™ (B + ) SR+ wi = 1)

|du.
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gegeben, wir nutzen hierbei, dass der Integrand eine gerade Funktion ist. Fiir variie-
renden Aktienkurs S} und N = 12 vergleichen wir in Abbildung 1.1 das Anfangska-
pital V" im zeitdiskreten Black-Scholes-Modell, dem Normal-Invers-Gaufl-Modell und
dem Sprungdiffusionsmodell mit dem fairen Black-Scholes-Preis bei zeitstetigem Hed-
ging. Fir die ersten beiden Modelle entsprechen unsere Ergebnisse den Resultaten von
[12]. Optisch lasst sich kein wesentlicher Unterschied zwischen den Preisen feststel-
len, wie wir in Tabelle 4.2 sehen, wird V" im zeitdiskreten Black-Scholes-Modell fiir
N € {82,...,120} am hochsten gewéhlt. Fir das Normal-Invers-Gauf-Modell erhalten
wir nahe des Ausiibungspreises K niedrigere Werte fiir V", fiir S} > K entspricht der
Wert den Ergebnissen in den anderen beiden Modellen.

Abbildung (1.3) zeigt Vj fir variierendes N, K = 99 und Sj = 100. Fiir N = 8 betrégt
die Differenz zwischen dem fairen Black Scholes Preis und V| im diskretisierten Mo-
dell 0.040647, dies entspricht einer relativen Abweichung von 0.00901. Bereits fiir eine
geringe Anzahl von Handelszeitpunkten unterscheidet sich V" nicht mehr wesentlich
vom fairen Preis der Option bei stetigem Hedging.

Abbildung (1.4) zeigt den Aktienanteil zum Zeitpunkt 1 fur N = 12, K = 99 und
variierendes S§. Optisch lésst sich kein Unterschied zwischen den Modellen feststellen,
der Aktienanteil konvergiert fiir wachsendes S} erwartungsgeméif gegen 1.

Die Varianz des Hedgingfehlers .Jy ist gegeben durch

Kl—R—ui Kl—R—m’
(R+wuwi)(R+ui —1) (R+vi)(R+vi—1)

_ 1
T 4q2

Jo

/ Re[Jo(R + ui, R + vi) |dudv.
RxR

Wir berechnen die Varianz fiir variierendes N und S' = 100. Abbildung (1.5) zeigt das
schnelle Abfallen der Varianz des Hedgingfehlers. Fiir N=10 ist die Varianz des Hed-
gingfehlers im diskretisierten BS-Modell bereits kleiner 1, fiir N=12, dies entspricht
wochentlichem Handeln bei 3-monatiger Laufzeit, betrédgt die Varianz (tibereinstim-
mend mit [12], Seite 882) Jy = 0.83327. Fiir das Normal-Invers-Gaul-Modell erhalten
wir fiilr N=12 eine Varianz von 1.044, dies entspricht ebenfalls den Resultaten von [12].
Fir das Sprungdiffusionsmodell liegt die Varianz fir N=12 mit 0.893 knapp tiber dem
Wert des diskretisierten BS-Modells.

Bemerkung 1.64. Fiir das zeitdiskrete Black-Scholes-Modell und das Normal-Invers-
GauB-Modell gelang uns der Nachweis der numerischen Resultate von [12], Kapitel 5.
Eine Anwendung auf das Merton-Sprungdiffusionsmodell ist auf Grund der schnell ab-
fallenden charakteristischen Funktion ohne weiteres moglich, fiir das Varianz-Gamma-
Modell gelang uns dies nicht. Auf Grund numerischer Probleme bei der Integration
der momentenerzeugenden Funktion konnten wir keine brauchbaren Resultate fiir das
Startkapital oder die Varianz erzielen.
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20

— Varianzopt. Anfangskap. NIG-Modell

B5—Preis

~ Varianzopt, Anfangskap. BS—-Modell
~ Varianzopt. Anfangskap. JD-Meodell
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&0

L
100

L
110

Abbildung 1.1: Optimales Startkapital

Sy | disk. BS-Modell | NIG-Modell | Sprung-Diff.-Modell
80 | 0.0530134 0.053792 0.0511757

85 | 0.254512 0.251099 0.248953

90 | 0.859828 0.844354 0.848704

95 | 2.19391 2.16346 2.17831

100 | 4.48953 4.45232 4.47354

105 | 7.7525 7.72108 7.74013

110 | 11.7844 11.7652 11.7771

115 | 16.3142 16.3057 16.3109

120 | 21.1133 21.1109 21.1124

Abbildung 1.2: Optimales Startkapital
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Abbildung 1.4: Aktienanteil zum Zeitpunkt 1
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= Varianz disk, BS—Muodell
= Varianz NIG-Modell
—~  Varianz JD-Modell

Abbildung 1.5: Varianz des Hedgingfehlers
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Kapitel 2

Zeitstetige Modelle

2.1 Mean-Variance Hedging in zeitstetigen Finanz-
marktmodellen

In diesem Kapitel werden wir den Ansatz des mean-variance Hedgings auf zeitstetige
Finanzmarktmodelle ibertragen. Dabei nehmen wir an, dass das objektive Mafl P ein
Martingalmaf ist. Wir folgen dabei den Ausfithrungen von [8], Kapitel 10 sowie [9]. In
Abschnitt tibertragen wir die Zusammenhénge zwischen mean-variance Hedging und
lokal risikominimierendem Hedging aus Abschnitt 1.3 auf exponentielle Lévy Modelle.
Grundlage dafiir sind die Ergebnisse von [12], Kapitel 3 und 4. Wir setzen wie zuvor
voraus, dass Annahme 1 erfiillt ist.

Wir betrachten ein zeitstetiges Finanzmarktmodell mit Anfangszeitpunkt 0 und Zeit-
horizont [0,T],T € R*. Dem Modell liegt ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und
eine den Informationsverlauf beschreibende Filtration F = (F;)o<t<r zugrunde. Es gilt
dabei:

Fo = {@, Q},

d.h. zum Zeitpunkt 0 ist keine Information iiber das Zufallsexperiment bekannt. Das
Modell beinhaltet zwei Finanzgiiter, den "risikolosen'Bond S° = (S?)g<;<7 mit deter-
ministischem Preisprozess

SP=et  reRt
und eine risikobehaftete Aktie S* = (S})o<i<r. ST ist Fi-adaptiert, cadlag und qua-
dratintegrierbar. Wir bezeichnen mit S = (SY, S') den Preisprozess sowie mit

1

5= 5(8°,8) = (1,8

den diskontierten Preisprozess. Dabei ist S* = (S})o<¢<r mit

ol —rtol
Sy =e 'S,
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Bemerkung 2.1. Auf obigem Marktmodell lasst sich varianzoptimales Hedgen fiir geeig-
nete Handelsstrategien definieren und im Martingalfall auch 16sen. Explizite Darstel-
lungen fiir die Handelsstrategien werden wir fiir exponentielle Levymodelle bestimmen.

Wie zuvor betrachten wir eine zum Endzeitpunkt T féllige Forderung H.

Definition 2.2. Fine Forderung H ist eine Fr-messbare quadratisch integrierbare Zu-
fallsvariable, d.h.
H € L*(Q, Fr, P).

Definition 2.3. Ein stochastischer Prozess ¢ = (¢i)o<i<r heifit einfach vorhersagbar,
wenn er folgende Darstellung besitzt:

(bt = YZJ + ZK[(Ti,Ti+1}(t) nc N7

=0

wobei Yy, i € {0,...,n} beschrankte Fr, messbare Zufallsvariablen und 0 = Ty < T} <
v < Thyy =T adaptierte endliche Stoppzeiten sind. Sei o. die von den F;-adaptierten
caglad Prozessen erzeugte Sigmaalgebra

o. = o(X|X adaptiert, caglad)

FEin stochastischer Prozess ¢ = (¢4)o<i<r heifit vorhersagbar, wenn er messbar bezig-
lich o, ist.

Bemerkung 2.4. Einfach vorhersagbare Prozesse entsprechen den in Abschnitt 1.1 de-
finierten zeitdiskreten vorhersagbaren Prozessen mit einer variablen, endlichen Anzahl
an Handelszeitpunkten. Wir wollen die Wertentwicklung der Handelsstrategie als sto-
chastisches Integral beziiglich S! darstellen. Fiir einen vorhersagbaren Prozess ¢ ist
dies stets moglich. Ist ¢ zusatzlich caglad, so lasst sich ¢ durch einfach vorhersagbare
Prozesse approximieren, was die praktische Anwendung ermdoglicht.

Definition 2.5. Fine Handelsstrategie ¢ ist ein Paar von stochastischen Prozessen

o = (&7, ¢;))o<i<r fiir die gilt:

o ¢° ist vorhersagbar.

o ¢! ist vorhersagbar.

Wir definieren analog zu Abschnitt 1.1 den Wertprozess und den Wertentwicklungs-
prozess.

Definition 2.6. Der Wertprozess V(¢) einer Handelsstrategie ¢ = (¢°, ¢*) ist definiert
als:

Vi(@) = (b, S) = 605 + 608 t€[0,T).
Vo(@) stellt das Startkapital der Handelsstrategie dar, der Endwert ist iber Vi(¢) ge-
geben. Der diskontierte Wertprozess hat die Form

Vi(g) = (S))"'Vi(¢) = &) + ¢S] t€0,T7.
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Definition 2.7. Der Wertentwicklungsprozess G(¢) einer Handelsstrategie ¢ = (¢°, 1)
ist definiert als:

Gi(6) = (6 S) = [ 6udS,  te[0.T)

sofern das stochastische Integral existiert. Der diskontierte Wertentwicklungsprozess
hat die Form:

Cu(8) = (- 5), = /Ot 6udS,  te[0,T]

Definition 2.8. Fine Handelsstrategie ¢ = (¢°, ¢') heift selbstfinanzierend, wenn

V(o) = [ ouds,

Da wir uns auf selbstfinanzierende Handelsstrategien beschrénken, kénnen wir die
Handelsstrategien wie in Abschnitt 1.2 iiber ein Startkapital V) und den Anteil in der
Aktie ¢! charakterisieren.

Definition 2.9. Sei ® der Raum der zuldssigen Prozesse
T ~
¢ := {¢ vorhersagbar und EH/ ¢:dS} ] < oa}.
0

Das Paar (Vy,¢*)mit Vi € Rt und ¢* € ® heifit varianzoptimale Handelsstrategie
(oder mean-variance Handelsstrategie), wenn (Vi, ¢*) eine Lisung des Optimierungs-
problems

T
. TR G512
L nf_E[H =V, /0 $:d S (2.1)
15t.
Bemerkung 2.10. Sei
T ~
G:={oc CD\/O $:dS1) (2.2)

der Raum der zulissigen stochastischen Integrale beziiglich S', dann ist die Losung
von (2.1) die Orthogonalprojektion von H — Vj auf G. Ist P ein Martingalma8, so
lasst sich im zeitdiskreten Fall die Orthogonalprojektion tiber die Kunita-Watanabe
Zerlegung darstellen. Gleiches Vorgehen ist auch hier moglich, wir verwenden dazu
eine Formulierung der Kunita-Watanabe Zerlegung aus ([8], Seite 337).

Satz 2.11. Galtchouk-Kunita- Watanabe Zerlegung: .
Sei ST ein quadratintegrierbares P-Martingal. Dann besitzt H die Darstellung

~ T ~
i = E[A] +/ oldSh + N Pfs., (2.3)
0
wobei ¢ = (pF )o<i<r ein quadratintegrierbarer vorhersagbarer Prozess und
N = (NH)o<i<r ein P-Martingal ist .
NH erfiillt folgende Eigenschaften: Vo € ®

H T ol
E[NT/O $dS] =0  P-fs..
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Sei weiters & = (&)o<t<r €in quadratintegrierbarer, vorhersagbarer Prozess. Dann ist
Y = (Y;f)Ogth mu‘

t -
Viim Ny [ €S
0
ein P-Martinal.

Bemerkung 2.12. Wie im zeitdiskreten Fall lisst sich die Forderung H in ein stochasti-
sches Integral sowie ein Martingal N zerlegen. Die varianzoptimale Handelsstrategie
ist tiber

Vo = E[H]
o = off

gegeben, ¢* ist im Allgemeinen aber nicht caglad, was die praktische Anwendung
einschrankt. Das Integral

T ~
| otas
0

ist die Orthogonalprojektion von H auf den Raum G. Der Prozess N ist stark ortho-
gonal zu G und lasst sich als nicht hedgbares Risiko interpretieren. Wir werden uns in
weiterer Folge auf exponentielle Lévy Modelle beschrianken und eine explizite Darstel-
lung fiir ¢* bestimmen. Desweiteren sehen wir in Satz 2.19, dass die varianzoptimale
Handelsstrategie durch einen caglad-Prozess gegeben ist, damit ist eine Approximation
durch einfach vorhersagbare Prozesse moglich.
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2.2 Exponentielle Lévy Modelle - Martingalfall

Wir beziehen uns in diesem Abschnitt auf [8] und [9].

Definition 2.13. Ezponentielles Lévy Modell 1: Sei X = (Xi)o<i<r ein Lévy Prozess
mit charakteristischem Tripel (p, 02, v) wobei p € R,0% € RT und v das zugehorige
Lévy Mafs ist. Fir X gelte:

e*v(dr) < oo
|lz|>1

sowie

1
502 + A+ /R(em — xljp<1(x) — 1)v(dx) = 0.

Der Preisprozess des risikolosen Bonds S° = (SP)o<i<r ist definiert als
S = et vt € [0,T].

Der Preisprozess der Aktie ST = (S})o<i<r ist ein exponentieller Lévy Prozess gegeben
durch
S} = exp[rt + X;] vVt e [0,T]. (2.4)

Die den Informationsverlauf beschreibende o-Algebra F sei gegeben durch
Fr=o({Sis <t} UN).
Der diskontierte Preisprozess S* ist ein quadratintegrierbares P-Martingal.

Beweis. Per Konstruktion hat S* die Form
St=eX vte|o,T).
Die Aussage folgt aus Lemma 3.13 und Lemma 3.14. n

Bemerkung 2.14. Das Black Scholes Modell als vollstandiges Finanzmarktmodell stellt
einen Spezialfall in der Klasse der exponentiellen Lévy Modelle dar. Wie wir in Be-
merkung 2.22 sehen, bleibt bei Sprungprozessen im Allgemeinen ein nicht hedgbares
Risiko bestehen. Ausnahme ist hier der Fall X; = ¢N; — (e — 1)t mit ¢ € R und einem
Poisson Prozess N = (Ny)o<i<r. Als Finanzmarktmodell kommt diese Wahl nicht in
Frage.

Zur Bestimmung von ¢* verwenden wir die Zusammenhange zwischen dem exponen-

tiellen Lévyprozess S* und der Darstellung von S* als Exponentialprozess.

Satz 2.15. Exponentialprozess (Doleans-Dade Ezponential):
Sei X = (Xi)o<i<r €in Lévy Prozess mit charakteristischem Tripel (p, 02, v). Dann
existiert ein eindeutiger cadlag Prozess Z = (Z;)o<i<r Sodass

dZt - Zt_dXt ZO - 1 (25)
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gilt. Z hat die Darstellung

Zy =75 I (1+ AX e 2%, (2.6)

0<s<t

wobei AX, den Sprung von X zum Zeitpunkt s darstellt. Gilt

1
/ |z|v(dr) < oo,
1

dann haben die Springe von X endliche Variation und Z hat die Darstellung

Uzt
Zy = eWrtmot=5 T (1+ AX) (2.7)

0<s<t

wobei )
flo =t — /_lfW(dx)
und W eine Standard Brownsche Bewegung ist.

Beweis. Wir definieren

Vo= ] (1+AX,)e %,

0<s<t
AX#0

und zeigen, dass V; existiert und endliche Variation besitzt. Wir zerlegen V; dazu in
‘/; — ‘/t/‘/tll

wobei

V)= J] (+AX,)e?%
0<s<t
|AX,|<1/2

die Spriinge kleinergleich 1/2 und
W= I (+Ax)e s

0<s<t
|AX,|>1/2

die groflen Spriinge enthélt. Die Anzahl der Spriinge AX, > € fiir € > 0, fix, ist endlich.
V" ist also ein endliches Produkt und hat dadurch endliche Variation, im Speziellen
ist V" wohldefiniert. Wir betrachten

m[V/]= > (n[l+AX,]-AX,)
0<s<t
|AX,|<1/2

Fiir die Summanden gilt

~AX? < (In[1+AX,] - AX,) <0  P-fs.Vs,
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der Prozess Y = (Y;)o<i<r
Yii=— Y AX?

0<s<t

ist also eine untere Schranke fiir In[V/]. Y ist die unstetige quadratische Variation von
X und ein Subordinator, im Speziellen ist Y; endlich V¢. In[V’] ist monoton fallend in
t und durch Y beschrankt. Damit sind (n[V’], V' und V' wohldefiniert und V' ist von
endlicher Variation. Die Gleichung (2.5) folgt aus der Ito-Formel fiir Sprungprozesse
gegeben durch Satz 3.19. Wir setzen

2

Z=f(t, X, V) =T Y,

Die Ito-Formel liefert

02 02t 0'2t 0'215 0'2 02t
2y = — et 2 Vidt 4 XT3 Vind X et dV 4 et d

+ Y, - XY AX T — AV X
V ist ein reiner Sprungprozess, mit
dV, = AV, = Vi (e2X (1 4+ AX,) — 1)
folgt

A7, =X~V dX, + 5TV, — X5, (1 4+ AX)
7 dX, 4 XY — XY, (14 AX e AN
—Z,dX, + XY, — XHAXT Y, - 7 X,
Seien Z und Z Prozesse die (2.5) erfiillen. Wir definieren U = (U;)o<y<r mit
U, =2, — Z.
U erfullt (2.5) mit Uy = 0 und damit gilt V¢
U =0 P-fs.,

d.h. der Exponentialprozess Z ist eindeutig.
Zum Nachweis von (2.7) betrachten wir die Lévy-Ité Zerlegung von X geméfl Bemer-
kung 3.11

Xy =pt+ oWy + / xJx(ds x dx) — / zv(dr).

z€R lz|<1
s€[0,t]

W = (Wy)o<i<r ist eine Brownsche Bewegung, Jy bezeichnet das Sprungmafi von X
gemaf Definition 3.8. Zur Verkiirzung der Notation definieren wir

P = ] 1+ AX,).

0<s<t
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Es folgt
ot
Zy = eXP[Xt - — Z AXs]Pt
2 oo
2
= explut — 0225 + oW, + / x Jx(ds x dz) — / zv(dz) — Y AX|P,
zER lz|<1 0<s<t
s€[0,t]
ot
= explt(p — / zv(dz)) + oW, — T]Pt
<1

]

Satz 2.16. 1. Sei X = (Xi)o<i<r ein Lévy Prozess mit charakteristischem Tripel
(,02,v) und Z = (Z;)o<i<r der zugehérige Exponentialprozess

dZt - Zt,dXt.

Gilt fir alle 0 <t <T
Zt >0 P-f.S.,

dann ezistiert ein anderer Lévy Prozess L = (L;)o<i<r mit char. Tripel (ur,o%,vr)
sodass

Z, = el (2.8)
und
o’t
Li=X,— —+ > (In[l+AX,] - AX,). (2.9)
2 0<s<t

Es gelten die Identitaten

o’ =o7

vi(A) = v({z|(1 + 2) € A}) = /I{A}(ln[l + 2] w(d)

f == % + /(ln[l + 2y (In[l + o) =zl n(2))v(dx).

2. Sei umgekehrt L = (L;)o<i<r ein Lévy Prozess mit char. Tripel (pr,o%,vr) und
Z = (Zy)o<t<r definiert durch
Z, = el

Dann existiert ein Lévy Prozess X = (X;)o<t<r mit char. Tripel (u,0* v) sodass Z
der Exponentialprozess zu X ist, d.h.

dZt - Zt_dXt
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X besitzt die Darstellung
ot AL
Xe=Li+—+ ) (2 —1-ALy) (2.10)
2 0k
und es gelten die Identitaten

o? =0}

v(A) = vp({zle" —1 e A)) = / La(e® — 1)vp(da)

o= pr + 02% + /(ex — DIag(e” = 1) — 2l gy (z)ve(dr).
Beweis. 1. Die Voraussetzung Z > 0 ist dquivalent zu
AXg > —1 Vs, (2.11)
In[1 + AX] ist damit wohldefiniert. Aus Satz 2.5 folgt, dass die Summe
> (In[1 + AX,] — AX,)

0<s<t

wohldefiniert ist. Damit ist L ein Lévy Prozess und es gilt 07 = 0. Bezeichne Jx das
Sprungmafl des Prozesses X. Da

AL; = In[l + AX{] Vs,
ist das Sprungmafl von L gegeben durch

J0([0,4] x A) = / La(In[1 + 2))Jx (ds x dz).
[0,¢] xR

Daraus folgt die Darstellung fiir v7,. Durch Einsetzen der Lévy-1té Zerlegung von L

und X gemafl Satz 3.10 in (2.9) erhalten wir die Darstellung von 1. Bezeichne J§ und

J§ die kompensierten Sprungmafle von L und X. Es gilt

2
t
0=L,— X, — ¥ (In[l + AX,] - AX,) + ==
0<s<t 2
=purt + Bi(op — o) +/ xJp(ds x dx) + xJi(ds x dx)
s€[0,t],]z|>1 s€[0,s],|z|<1
o’t
—,ut—i———/ xJX(dsxdx)—/ xJ5(ds x dx)
2 s€[0,t],]z|>1 s€[0,t],|z|<1
— Y (Inl+AX|] - AX,)

0<s<t

/ 2(Jr — Jx)(ds x dz)
s€[0,t],]z|>1

= Z (AXS[[_L”(AXS) - ln[l + AXs][[—l,l}(ln[l + AXSD)

0<s<t
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existiert, ist L — X wohldefiniert und sowohl der Driftanteil als auch der Sprunganteil
miissen P-f.s. verschwinden. Es folgt

0_2

0=pr—p+ %= [ (v —v)(da)
[71’1}

— -t % - / (In[1 + @)y (In[1 + 2]) — 211y (2))v(dx)

2. Definieren wir X iiber (2.10), so hat Z die Darstellung (2.6) und es gilt 0% = o2
Aus (2.5) folgt
AZt = Zt_eALt —1= Zt—lAXt;

umformen liefert die Darstellung fir v. Die Lévy-1to Zerlegung liefert wie zuvor p. [

Bemerkung 2.17. Satz 2.16 besagt, dass der Exponentialprozess eines Lévy Prozesses
ein exponentielles Lévy Modell definiert. Fiir S gelte

ds} = S} dy, (2.12)

wobei Y ein Lévy Prozess mit char. Tripel (uy, 0%, vy) und

py + yvy(dy) =0
ly|>1

ist. Y und S* sind nach Lemma 3.15 und Lemma 3.18 Martingale und wir erhalten

folgende Darstellung der zuldssigen Handelsstrategien tiber das Lévy Mafl von Y. Sei

(Vo, #') eine zulissige Handelsstrategie, aus (2.12) folgt

B [ 6lasiP) = Bl [ ol5Lav)) <
Sei die Lévy-Ito Zerlegung von Y gegeben durch
Y = pyt + oy B + yJy(ds x dy) +/ yJy (ds x dy),
s€[0,¢],|y|>1 [0,t],|y|<1

so folgt aus den Isometrieformeln (3.16) und (3.17) sowie der Martingaleigenschaft

l/ o5 dvi[?] |/ o5 dB, P +E|/ [ ysiSia st x dy)P]
= 51 G lolSLPan + B[ [ 1615) Pty (dy)] < oo
Gleiches Vorgehen liefert fiir die Wertentwicklung der Handelsstrategie die Darstellung
. T _ T N
Co)r = | otolSLdB+ [ [ 6ISL(er = 1)J5(dt x dy).
0 o Jr

Folgendes Lemma behandelt die optimale Wahl des Startkapitals V;
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Lemma 2.18. Sei (V, ¢*) eine varianzoptimale Handelsstrategie. Vi ist durch
Vo = E[H] (2.13)
gegeben.

Beweis. Da S! ein P-Martingal ist, gilt
- T - -
B = Vg~ [ 61dS!] = ElH] - Vg
0
(2.13) folgt aus
~ T _ T ~ ~ ~ T ~
B = Vg~ [ 61aSH3 = Varl [ 61dS} + Vi = H] = B =V~ [ 618}
0 0 0
T N - ~
= Varl [ ¢;dS} — ] - (B[] - Vy)?
0
]

Satz 2.19. Sei St durch ) )
ds} = S} ay; (2.14)

gegeben, wobei Y ein Lévy Prozess und P-Martingal ist mit char. Tripel (py, 0%, vy )
und oy > 0. Sei H eine europdische Fr-messbare Forderung gegeben durch

H = H,(S}) wobei H, : RT — R die Auszahlungsfunktion von H beschreibt. Sei H,
Lipschitz-stetig, d.h.

SK>0: [Hylx) - Hyly) < Klz -y,
dann hat der Wert der Forderung zum Zeitpunkt t die Darstellung C(t,S}), wobei
C(t,S) = e "TYE[H,(Sr)|S! = S]. (2.15)

aus CH?(RT x R,R) ist. Es existiert eine varianzoptimale zulissige Handelsstrategie
(Vi ¢%). Vi ist durch (2.13) gegeben, fiir ¢* gilt

gb: = 5<t7 Stl—)

wobet & durch

220 01,5) + L [ y(C(t S+ ) — O, S))wy(dy)

Y Hs
o, 5) = Py R

(2.16)

gegeben ist.
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Beweis. Wir definieren die Funktion
C(t,8) := e " TV E[H,(Sr)|S; = 9],
sowie deren diskontierten Wert
C(t,S) = e ™O(t,S) = e " E[H,(Sr)|S} = S].
Nach Konstruktion ist C'(¢,S) ein quadratintegrierbares P-Martingal.
C(0,85) = e E[H,(Sy)] = E[H]

entspricht der optimalen Wahl von V{ aus Lemma 2.13. Wir wollen die Ito-Formel
auf C(t, S) anwenden, dazu muss C stetig differenzierbar nach t und zumindest zwei
mal differenzierbar nach S sein. Wir weisen die Differenzierbarkeit nach t mit Hilfe der
Carr und Madan Methode zur Optionsbepreisung nach, sei dazu 0.B.d.A. r=0. C' ist
genau dann nach t differenzierbar, wenn der Zeitwert der Forderung, d.h.

C(t,x) — Hy(x)
nach t differenzierbar ist. Die Fouriertransformierte des Zeitwerts ist gegeben durch

wobei ®7_; die Fouriertransformierte von Xp_; bezeichnet. Aus Satz 3.12 folgt

Hr—(v)  P(v—i)Pr_s(v— z)

(T — 1) iv(iv+ 1)

Weil eXt ein Martingal ist, gilt

und es folgt fiir (v — 7)
(v —i) ~ O([v*)).

L 0Cr—(v) : N : :
Damit ist m integrierbar, wenn ®p_;(v — i) integrierbar ist. Auf Grund von
o, = o > 0 sowie der Martingaleigenschaft von e*t fillt ®7_;(v — i) schneller gegen
0 als jede Potenz von [v]. Damit ist ®7_;(v — i) integrierbar, Fourierinversion und
dominierte Konvergenz liefern die Differenzierbarkeit von C'.
Per Voraussetzung gilt oy = o > 0, fiir die Fouriertransformierte ®, von X, folgt

|D:(v)] < K exp[—Ks|v]?] vVt >0
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mit den positiven Konstanten Ky, Ky, a0 € RY (vgl. [9] Seite 9). Damit besitzt X;
eine glatte Dichtefunktion p;(x) € C*®[R] fur alle 0 < ¢ < T. Wir erhalten unter
Verwendung der Unabhéngigkeit der Zuwéachse von X

C(t,z) = E[Hy(S7)|St = o] = E[Hy(ze™™~*)|S; = a]
= E[H,(ze*™)].

Wir setzen
w(T —t,y) := E[H,(e""DW=Tr-0]

mit y = — In[z|. Da

T —t,y) /H D)y, (2)de

ist u(T —t, -) eine glatte Funktion, und wir erhalten die Differenzierbarkeit von C(t, z).
Sei in weiterer Folge 7 € R. Anwendung der Ito-Formel nach Satz 3.19 auf C(¢, S})
liefert

aC o2 92C
1 1 e 1 o 1
O, Y /351 uw, St dSu+/[au (:52) + 5 gy (v Sl
bY (O S+ ASY) — Clu S ) - ASLC (w51 ).
0<u<t 051!
ASL£0
Aus (2.14) und der Tatsache, dass Y ein Martingal ist, folgt
aC aC o2 2C
= S S dy, u, SY) + SHd
w( DSVt [150 w80+ g (un SL)du
+ > e S 4+ ASY)) = C(u,etSE ) — (Asl)aC (u,e™SL )
0<u<t 851
ASL£0
aC
= [ 55w 518\ ovdB, +/ /z@ w, 81 )8L TS (du x dz)
+ > e TS+ ASH) — C(u,e™SE ) — (AS)aCl(u S )).
0<u<t oS
ASL#£0

C(t,S}) ist ebenfalls ein Martingal, damit verschwindet die Driftkomponente des obi-
gen Ausdrucks. Wir erhalten unter Verwendung von AS! = S1 AY,

C(t,Ssh — C(0, sl)

/351 )5 _oydB, +/ /c w, S (14 1)) — Clu, S) T (du x dy)
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Uber den Zusammenhang aus Satz 2.16 erhalten wir
C(t,S}) —C(0,8)
/351 w, 81 )8! 5dB, +/ /0 (4, S2_ (6% — 1)) — C(u, SL_)J% (du x dx).
Auf Grund der Lipschitz-Stetigkeit von H, gilt

Clt,3) - Cltay) = €T (ELH, ()|} = a] — EH,( )|} = y)
= e "I EH, (zem T4 Xm0y — | (yerT=0+XT-0)]
< Ko —y|Ble™] = K|z —y,

d.h. C ist lipschitzstetig in der zweiten Komponente. Zur Verkiirzung der Notation
definieren wir

It y) = (L 8- (1 +y)) = Ct, 5,),
¥ ist dabei eine vorhersagbare Zufallsfunktion. Es folgt fir o

E| / 0(t, y)|2dt vy (d2)] < E] / K22 (S2dt v(dy)] < oo
[0,TTxR [0,T]xR
Nach Lemma 3.17 ist das Integral
t
/ / Y (u, e® —1)J% (du x dx)
0o JR
ein quadratintegrierbares Martingal. Fiir den Wertprozess der Handelsstrategie gilt
T a1 T s
14 ¢)T = /0 ¢pdS; = /0 G S;_dZy
T -
= [ 0iSLovdB+ | yoiSL(dt x dy).
0 0,T]xR

Der Hedgingfehler von (2.1) ist iiber die Differenz C(T, S}) — C(0,5%) — Vi gegeben,
wir erhalten

TTH(SH) Vi~ [ gidS]
/ = (1,51)5) — 6151 )oydB, + / ty) — &1 S_y) JE(dt x dy).

Die stochastischen Integrale sind wohldefiniert und haben endliche Variation. Der Er-
wartungswert des Hedingfehlers verschwindet bei optimaler Wahl von V{f. Aus den
Isometrieformeln (3.16) und (3.17) folgt

Elle ™" Hy(Sk) — / 97dS} P

= B[ (L6~ 9o (6. SL) b + B[ [9(t.y) - SLo"yldt vidy)]

[0,T)xR
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Die Integranden sind positive Prozesse und quadratische Funktionen in ¢*, das opti-
male ¢* minimiert die Integranden. Differenzieren liefert

N e L N
(SL)2o3 (01 = 5 (6 SE)) + [ (SLoty — ot y)ySE v(dy) = 0
als notwendige Bedingung und damit (2.16). O

Bemerkung 2.20. Die Lipschitz-Bedingung ist fiir Call oder Put-Optionen klarerweise
erfiillt, fiir endliche Kombinationen von Call/Put-Optionen existiert stets eine zuléssi-
ge varianzoptimale Handelsstrategie. Fiir européische Forderungen mit konvexer Aus-
zahlungsfunktion gilt folgende Darstellung: sei H, eine konvexe Auszahlungsfunktion,
dann gilt

dH,
dS—

o(8) = Hy(0) + S5 + [7(5 = K)spldK),

p

wobei die linksseitige Ableitung von H, bezeichnet. p ist das durch die zwei-

te distributionelle Ableitung von H,, definierte positive Radon Maf. Die Forderung
lasst sich durch (unendlich viele) Call-Optionen mit variablen Strikes darstellen, die
Verwendung der Resultate zur Approximation ware denkbar. Weiters lasst sich Satz
2.19 unter starkeren Regularitatsbedingungen an X (oder Y) auf eine allgemeinere
Klasse von Forderungen erweitern: Wachst die Auszahlungsfunktion H, polynomial in
ln[g 11, so erhalten wir eine &hnliche Darstellung fiir C. Wir geben in der nachfolgenden
Bemerkung einen diesbeziiglichen Satz an (vgl. [9], Proposition 2). Der Beweis ent-
spricht dem Beweis von Satz 2.19, anstelle der Lipschitz-Stetigkeit schatzen wir hier
C mit einem Polynom ab. Die Regularitidtsvoraussetzungen sind fiir Lévyprozess mit
Diffusionskomponente oder bestimmte Klassen von stabilen Prozessen erfiillt.

Bemerkung 2.21. Sei H,(In[S}]) = H,(Xr) die Auszahlungsfunktion einer européi-
schen Forderung H mit maximal polynomialem Wachstum, d.h.

=0 [Hy(z)] < K1+ [z]").
Fiir das charakteristische Tripel von X gelte
e oy >0 oder  36€)0,2[  liminfy =45 [<, [2]Pvx(dz) > 0
o flus1 2P v(dr) < 0.
Dann gilt

e Die Funktion C(t,7) = E[H,(x + Xr_;)] = E[H,(In[e*S}_,])] ist auf [0,T) x R
unendlich oft differenzierbar und fiir die partiellen Ableitungen gilt

| omtnC

atmozn

(o) < K(1+|z) Vn,m > 0.
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o Ist zusatzlich die Menge der Untstetigkeitsstellen von H, eine Lebesguenullmenge
und fiur X gilt

/|>1 |z|*Pvx (dr) < 00

dann ist der Prozess C' = (C(t,X; + 7))o<i<r ein quadratintegrierbares P-
Martingal mit der Darstellung

t 9C(s, X5 + )
ox
+ Cls, Xs+x+2)—C(s,Xs+x))J%(ds x dz).
X
[0,t] xR

Otz + X;) = C(0,2) + /0 oxdB,

Bemerkung 2.22. Der Beweis von Satz 2.19 liefert eine Darstellung fiir die Varianz des
Hedgingfehlers

T (] -
B[ (S5 = St S)Pobal + B[ |i(t.y) — Sie"yldt v(dy))
0 [0,T]xR
Wir untersuchen die Fille, wenn die Varianz des Hedgingfehlers verschwindet d.h. ein
perfekter Hedge moglich ist. Setzen wir dazu das Lévymafl vx = 0, so erhalten wir das
Black-Scholes-Modell und die Varianz des Hedgingfehlers vereinfacht sich zu

B[ (5LY (61 — 51, S o]

Bei Wahl des Delta-Hegings
80
: t, S}
verschwindet die Varianz und wir erhalten die bekannte Vollstandigkeit des Black-
Scholes-Modells. Setzen wir ox = 0 und das Lévymafl vx derart, dass es nur eine fixe

Sprunghohe a € R gibt, so erhalten wir fiir X
Xt = Cth — (ea — 1)t,

wobei N ein Poissonprozess ist. Die Varianz des Hedgingfehlers hat die Form

E[ |ﬁ(t>a> o S’tlf(b*aﬁdt]’
[0,T]xR
und verschwindet fir
¢* _ ﬁ(t7 CL)
boSla

Dieses Vorgehen lasst sich im Allgemeinen nicht auf zusammengesetzte Poissonprozesse
erweitern, seien a,b € R,a # b zwei verschiedene Sprunghdhen, so ist ein perfekter
Hedge genau dann moglich, wenn

W(t,a) V(¢ b)

o = Sla - SLb
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dies ist allerdings nur dann méglich, wenn C affin linear in S! ist. Besitzt X sowohl
eine Diffusions- als auch eine Sprungkomponente, so muss ¢*

Wbyl 00 g1y ay)ts.

o= Sty 0S8

erfiillen, im Speziellen muss fiir C

Ct,S(1+y)) —C(t,S) oC
Sy ~ a8

(t,S) v-fs VS

gelten. Ist C konvex, so ist diese Bedingung im Allgemeinen nicht erfiillt. Fiir Basispro-
dukte wie Call- und Putoptionen ist ein perfekter Hedge nur im Black-Scholes-Modell
sowie in einem exponentiellen Poissonmodell moglich, bei anderer Wahl von X ist das
Finanzmarktmodell unvollstandig und der Hedgingfehler grofier 0.

Bemerkung 2.23. Fir die praktische Verwendung von Satz 2.19 ist die Berechnung
von C notwendig. Im Black-Scholes-Modell lasst sich C als Losung einer parabolischen
partiellen Differenzialgleichung darstellen. Ahnliches Vorgehen ist unter bestimmten
Regularisierungsbedingungen auch hier moglich, wir geben die korrespondierend par-
tielle Integrodifferenzialgleichung im folgenden Satz ohne Beweis an. Zur numerischen
Losung der Differentialgleichung eignen sich Finite-Differenzen-Methoden, das auftre-
tende Integral wird dabei durch eine Riemannsumme ersetzt. Desweiteren definiert
man Randbedingungen fiir C - inhaltlich wird dabei eine européische Option durch
eine Barrieroption mit zwei Knock-out Schwellen ersetzt. Die Berechnung der Hedge
anhand fourieranalytischer Methoden wird in Abschnitt 2.3 behandelt.

Satz 2.24. Sei H eine europdische Forderung mit lipschitzstetiger Auszahlungsfunktion
H,. Gilt entweder ox > 0 oder

35 €]0,2] limui)nfe’ﬁ |z|vx (dz) > 0
so gilt fir C(t,S) aus Satz 2.19: C ist stetig auf [0,T] x [0, 00|, differenzierbar nach
t und zweimal differenzierbar nach S auf 10, T[x]0, 00| und lést auf [0, T[x]0, 00| die
partielle Integrodifferentialgleichung

aC Rl 0252 8°C
le.
+ / (C(t, Se™) = C(1,8) = S(e” = D55 (¢, S)wx(da) = 0

mit Anfangsbedingung
VS >0 C(T,S) = Hy(S).

Das Problem ist gut gestellt und die Losung ist eindeutiq.
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Bemerkung 2.25. Ist P ein Martingalma$, so ist (2.1) durch Satz 2.19 fur eine brei-
te Klasse von européischen Forderungen gelost. Im Allgemeinen gilt dies nicht und
unsere Resultate wéren erst nach einem Mafiwechsel anwendbar. Wie bereits in Be-
merkung 1.14 erwahnt, bedeutet Optimalitdt in einem dquivalenten Martingalmafl Q
nicht Optimalitit in P und Q ist nicht eindeutig. R. Cont et. all argumentieren in [9],
dass die Wahl eines durch beobachtete Optionspreise kalibrierten Martingalmafles der
zukiinftigen Marktsituation moglicherweise besser entspricht als das statistische Maf}
P. Im folgenden Abschnitt werden wir exponetielle Lévymodelle im nicht-Martingalfall
betrachten. Grundlage unserer Uberlegungen ist Satz 1.51: Ist der in (1.39) definier-
te mean-variance-tradeoff Prozess deterministisch, so erhalten wir eine einfache Dar-
stellungsform der varianzoptimalen Handelsstrategie iiber die lokal-risikominimierende
Handelsstrategie. Definieren wir ein zeitstetiges Aquivalent des mean-variance-tradeoff
Prozesses, so ist dieser fiir exponentielle Lévymodelle stets deterministisch und wir
konnen die Existenz einer varianzoptimalen Handelsstrategie iiber die Orthogonal-
zerlegung beweisen. Eine explizite Darstellung der Handelsstrategie lasst sich durch
Verwendung der verallgemeinerten Fouriertransformation bestimmen.
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2.3 Allgemeine exponentielle Lévy Modelle

Der folgende Abschnitt folgt [12], Kapitel 3 und 4.

Definition 2.26. Ezponentielles Lévy Modell 2: Sei X = (Xi)o<t<r, Xo = 0 ein Lévy
Prozess mit charakteristischem Tripel (u,0% v) wobei p € R,0? € RY und v das
zugehdrige Lévy Mafs ist. Fiir X gelte:

/ e*v(dz) < oo.
|z|>1

Der Preisprozess des risikolosen Bonds S° ist wie zuvor definiert als

S = e vt € [0,77.
Der Preisprozess der Aktie S ist ein exponentieller Lévy Prozess gegeben durch

Sl = exp[rt + X vt € [0,T]. (2.18)

Die den Informationsverlauf beschreibende o-Algebra F sei gegeben durch

Fi=o({Sls <t} UN).
Die Kumulantenerzeugende Funktion von X sei definiert als k : D — C mit

E[e*Xt] = etn(®) z€ D :={z € C|E[e"FX] < o0}.
Desweiteren sei die Doob-Zerlequng von S* tiber
S} =S;+ M, + B,

gegeben. M = (My)o<i<r ist ein lokales P-Martingal, B = (By)o<t<T ist ein vorhersag-
barer Prozess mit endlicher Variation. |B| ist lokal quadratintegrierbar.

Die Klasse der zulédssigen Forderungen sei fiir diesen Abschnitt durch Definition 1.54
gegeben. Wir definieren den zeitstetigen mean-variance-tradeoff-Prozess.

Lemma 2.27. Sei z € C derart, dass (S})? quadratintegrierbar ist. Dann ist (S')?
ein Semimartingal und die Doob-Zerleqgung ist gegeben tiber

(S1)* = (S0)* + My(2) + Bu(2),
wobei
Bi(2) = () | (8L )edu (2.19)
und
(M(2), M(1)) = (s(z+1) = 5(2) — (1) | (5L )+, (2.20)

gilt. (M(z), M (1)) = ((M(z), M(1)))o<t<r bezeichnet dabei den vorhersagbaren Pro-
zess mit endlicher Variation aus der Doob-Zerlegung von [M(z), M(1)]
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Beweis. Wir definieren den Prozess N(z) = (Ni(z))o<t<r

Wegen Lemma 3.14 ist N(z) ein Martingal. Partielle Integration liefert

(51 = "N, (2) = (S3)* + /Ot "IN, (2) + K(2) /Ot(Si_)Zdu
= (S5)" + My(2) + Bu(2)
mit .
My(z) = /O RGN (2)
Wir betrachten die quadratische Kovariation

(M), M) = (31,8 = (817 = (30 = [[(31)d81 = [ (31 )a(3L)°
— /Ot(S;_)ZdMu - /Ot(S;_)dMu(z) M2+ 1)
4 k(24 1) = K(2) — 5(1) /Ot(S;deu
Da M und M(z) lokale Martingale sind, sind auch die ersten drei Terme auf der rechten

Seite lokale Martingal. Der vorhersagbare Anteil der Doob-Zerlegung von [M (z), M (1)]
ist damit tiber (2.20) gegeben. O

Definition 2.28. Seien

k(1) A

Wir definieren den mean-variance-tradeoff Prozess W = (Wy)o<i<r) als
t
W, = / A2d(M, M),
0

Lemma 2.29. Der mean-variance-tradeoff Prozess ist deterministisch.

Beweis. (2.20) liefert

und damit
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Bemerkung 2.30. Unter der Annahme eines deterministischen mean-variance-tradeoftf-
Prozesses existiert fir eine zuldssige Forderung H wie im zeitdiskreten Fall eine Or-
thogonalzerlegung (Follmer-Schweizer Zerlegung) von H.

Satz 2.31. Sei z € C derart, dass (S1)? € L2 erfillt ist. Dann besitzt die Zufallsva-
riable H(z) = (S%)* eine Orthogonalzerlequng

H()= H)o+ [ €S} + N ()

mit
H(z); = e”(z)(T—t)(gtl)z
§(2) = 7(2)6’7(3)(T—t)(§t1_)z—1
N™(2)e = H(2): — H(2)o — /tﬁ(z)udgi,
0
wobei

k(24 1) = k(2) — k(1)
1) = = o)
n(z) = k(2) = s(1)7(2).

Weiters gilt: der Prozess M = (My)o<i<r aus der Doob-Zerlegung von St st ein qua-
dratintegrierbares Martingal und N (2)M = (N (2);M;)o<i<r ist ein Martingal.

Beweis. Sei die Doob-Zerlegung von (5')* iiber 2.19 gegeben. Partielle Integration
liefert

t - t
H(z); = H(2)o + / "I d(S))? —n(z) / (31)zenT=0) gy
0 0
t ¢ t
= H(2)o —n(z)/ (Stl)ze”(z)(T_“)du—F/ e”(z)(T_“)dB(z)u—l—/ "IN (2),,
0 0 0

t t N
— H(z)o + [ DT AN (=), + (5(2) = n(2)) [ e T=(SL ) du
0 0
Durch Einsetzen der Doob-Zerlegung folgt
t

[ €)a3L = [ &ear 1), + s () [ TS ydu

0

folgt
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N ist also ein lokales Martingal. Bezeichne wie (N (2), M (1)) wie zuvor den vorher-
sagbaren Anteil der Doob-Zerlegung von [N (z), M(1)], dann folgt

(N (2), M) = [ T (), M) — [ €M), M),

0
t

= (6lz 1) = r(z) — (1) [ PTG — (s(2) — 26(1)) [ €(2)ul5L P

= (8(z +1) = £(2) = £(1) = (8(2) = 26(1))7(2)) / MG ) du = 0

0
Der vorhersagbare Anteil von [N#(z), M(1)] verschwindet, aus
NH(2)M(1) = NH(2)oM(1)y = /NH ot /M _ANT 1+ [NH(2), M(1)]

folgt, dass das Produkt N (z)M(1) ein lokales Martingal ist. Per Definition von
N (2), H(z) und &(z) gilt

), = (), — Ao — [ €()udS
= HE) - HE) - [ "¢(3)d5 = N (3),
Es folgt

(N"(2), NH () = (N"(2), N"(2))

- k(2 +1) — k(2) — w(1)]* [t Re[n(2)](T—t) (&1 \2Re|z
— (k(2Re[2]) — 2Relx ()] — 2D /0 @It (1 y2Rels] gy,

Aus

E[(S,LIL_)QREM] tn(Re[z (Sl)QRe (2] S (S«é)QRe[z} max[l’eTfi(Re[z})] < 00 (222>

folgt
E[(N"(z), N (2))z] < co.

Aus der partiellen Integration folgt nun, dass N (z) ein quadratintegrierbares Mar-
tingal ist. Durch gleiches Vorgehen fiir M (1) erhalten wir, dass M (1) ein quadratinte-
grierbares Martingal ist. Damit ist das Produkt N*(z)M (1) ein Martingal. Da

T . T ~
[ IR du = ()P [ @IS 2Relgr (2.23)
0 0

folgt mit 2.22, dass sowohl Re[{(z)] als auch Im|[£(z)] zuldssige Handelsstrategien sind.
Damit ist die Orthogonalzerlegung wohldefiniert. m

Zur Verallgemeinerung von Satz 2.31 auf zulédssige Forderungen benotigen wir folgende
technische Vorbereitung.
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Lemma 2.32. FEs gibt Konstanten C1, ...,C5 sodass folgende Aussagen gelten: Sei z €
C mit

a< Relz] <b (2.24)
wobei a,b € R gemdf§ Definition 1.54 ausgewdhlt werden. Dann gilt

Reln(2)]
v (2)[*

Ch
—C4R6[7’](Z)] + 05

ININA

sowre

k(z +1) = K(z) — k(D
k(2) — 2k(1)

0 < k(2Re[z]) — 2Re[r(z)] — < —CyRe[n(z)] + Cs.

Beweis. Siehe [12], Kapitel 3 Lemma 3.4. O

Satz 2.33. Jede zulissige Forderung H = fp(S'%) gemdf$ Definition 1.54 besitzt eine
Orthogonalzerlequng

i = H, +/0T§td53 + NA.
Es gilt
H, = / 1T (SLY](dz)
&= [ ()" TS ) TId:)
NI = [ Hi(e) = Ho(e) — ([ €u(d=)dShTI(dz) = H, — Ho — [ €,d3),
Die Prozesse Hy,& und N sind reellwertig.

Beweis. Im ersten Schritt zeigen wir, dass die definierten Prozesse wohldefiniert und
quadratintegrierbar sind. Sei H eine zulassige Forderung und z € C mit

a< Relz] <b
geméf Definition 1.54. Es gilt

E[|H(2),) = E[eX N T-0(S12Re) < BleCT=0(§1)2Rel) max 1, ¢T5(FelD)
S Cl (CL, b)

Ci(a,b) € R ist eine Konstante, die von a, b abhangt. Daraus folgt, H; ist wohldefiniert
und eine quadratintegrierbare Zufallsvariable fiir alle t. Aus dem Zusammenhang

E(IN"(2):"] = E[(N"(2), N"(2))]
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sowie

(NT(2), NH(2)), =

_ k(2 +1) = 6(2) = KD 11 pep—1), &1 \2Rel=
— (k(2Re[2]) — 2Re[k(2)] — B — o] /Oe MENT—0) (1 )2Rele] gy,

< (K(2Relz]) — 2Re|r(2)] — % (z+1()2) (2/3(1—)5 )7 / PN (G1 y2Rels] gy,

< (k(2Relz]) — 2Rek(2)]
Rz +1) —k(2) -
k(2) — 26(1)

folgt insgesamt

DF (T ~ ~
/i( )’ / 6C’1(T—u) max[(S&_)ga, (Si_)Qb]du
0

E[IN"(2):[] < Ca(a,b).

NH(2), ist ebenfalls eine quadratintegrierbare Zufallsvariable. Analoges Vorgehen und
Zusammenhang (2.23) liefern

E[l¢(2)i5; ] < Cs(t, a,b)
B[ 16(2)u*(S1)%du) < Cult,a,b)

mit Konstanten Cs(t,a,b), Cy(t,a,b). Damit ist £ wohldefiniert und sowohl Real- als
auch Imaginérteil von ¢ sind zulassige Handelsstrategien.

Im nichsten Schritt zeigen wir, dass N¥ ein zu M orthogonales Martingal ist. Wir
gehen dabei gleich wie im zeitdiskreten Fall vor, sei dazu A € F, mit v < t. Wir
erhalten

/A(NtH ~ NH)qp :/ / (N (2), — N¥(2),)II(dz)dP

—// (N (2 t—NH( ).)dPII(dz) = 0
= B[N — NH|F,]| =

N1 ist ein quadratintegrierbares Martingal, analoges Vorgehen fiir das Produkt N M
liefert die Orthogonalitit von N¥ und M. Erneutes Anwenden von Fubini liefert

[ [ eenasingz) = [ [ eun=as; = [ €8]

und damit die gewiinschte Darstellung von N¥. Wie im Zeitdiskreten ist die Orthogo-
nalzerlegung (Foellmer-Schweizer-Zerlegung) von 0 eindeutig (siche [14], Theorem 3.4)
und die Prozesse H, ¢ und N¥ sind reellwertig. O

Bemerkung 2.34. Wie im zeitdiskreten Fall erhalten wir eine explizite Darstellung
der Orthogonalzerlegung von zuldssigen Forderungen. Eine Verallgemeinerung von
Satz 1.51 auf zeitdiskrete Modelle ist moglich (siche [4]). Mithilfe dieses Zusammen-
hangs erhalten wir eine explizite Darstellung der varianzoptimalen Handelsstrategie
vgl.[12] Satz 3.1.



KAPITEL 2. ZEITSTETIGE MODELLE 64

Satz 2.35. Sei H eine zulissige Forderung. Dann existiert eine zulissige varianzop-
timale Handelsstrategie (Vy, ¢*) gegeben durch

Ve = H, (2.25)
und

A -
¢ =&+ 5T(Htf Vo — | $udS,,). (2.26)
t_

A\, Hy und & sind gegeben tiber Satz 2.33 und (2.21). Vi ist eindeutig und ¢* ist eindeutig
bis auf (P(dw) ® dt)-Nullmengen.

Beweis. Die Existenz einer varianzoptimalen Handelsstrategie mit obiger Darstellung
ist Inhalt von [4], wir beschrianken uns auf den Beweis der Eindeutigkeit vgl.[12]
Satz 3.1. Wir nehmen an es gibe eine zweite varianzoptimale Handelsstrategie (Vj, ¢')
und definieren

U= 306 +V0)  wnd b= 567 +9).
Es folgt
Bl(o+ [ S}~ A < J(BUV + [ 61dS}— Y+ B + [ 61dS)— AY))
(Vi ¢*) und (Vj, ¢') sind genau dann optimal, wenn
Ve=V!  und /O " gragt — /0 Yodsl P
erfillt ist. Wir definieren N = (Ny)o<i<r
N, = /Ot Aud M,
Aus (2.20) und partieller Integration folgt
(N,N)p = /OT N2d(M, M), = Wy
Aus Satz 3.25 folgt, dass der Prozess U = (Uy)o<t<7 mit
U= [ (6 - 6)d8)

ein £€—Martingal gemafl Definiton 3.24 ist und eindeutig durch den Endwert Uy fest-
gelegt ist. Da Ur = 0 folgt U, = 0 Vt € [0, T]. Fiir die quadratische Variation gilt auf
Grund von (2.20) und dem Beweis zu Lemma 2.27

0= BV, U] = B[ (6 = 628", 3] = B[ (65 — é)d[M, M)

= L[ (61— (M, M)] = (5(2) ~ 26())B[ [ (5" — 6 V(SL Y]
Damit gilt ¢* = ¢’ (P(dw) ® dt)-f.s.. O
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Bemerkung 2.36. Wie im zeitdiskreten Fall (Satz 1.51) ldsst sich die varianzoptima-
le Handelsstrategie als Summe der lokal risikominimierenden Handelsstrategie gege-
ben tber die Orthogonalzerlegung (Follmer-Schweizer Zerlegung) sowie den zusatzli-
chen Aufwendungen, die durch das Optimalitatskriterium entstehen. Call- und Put-
Optionen sind zulassige Forderungen, komplizierter Auszahlungsfunktionen lassen sich,
wie in Bemerkung 2.20 erwahnt, durch diese beliebig genau Nachbilden.

Fiir die Varianz des Hedgingfehlers gilt folgender Satz (vgl. [12] Satz 3.2).

Satz 2.37. Die Varianz des Hedgingfehlers von (2.1) ist durch

Jo= [ [ oy, )Mi(dy)11(d)

gegeben, wobet

2 ecx( 7z)T_eH( z)T
By + 2) et wenn aly, 2) # Ky + 2)

Jo(y,2) = { (:g

( )y+z5(y7 Z)Ten(y+Z)T7 wenn a(y, Z) = "f(y + Z)
- K(1)*

aly,2) =) +n) - T oo
B w@(y)@(2)

By, 2) = rly + 2) — Kly) — k() - K(2) — 2k(1)

Beweis. Siehe [12], Satz 3.2 O
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Kapitel 3

Anhang

3.1 Zeitdiskrete Martingale

Folgende Aussagen behandeln die Kunita-Watanabe-Zerlegung zeitdiskreter stochas-
tischer Prozesse sowie Eigenschaften zeitdiskreter Martingale (vgl. [7] Teil 2).

Lemma 3.1. Seien M, N zwei quadratintegrierbare Martingale, folgende Aussagen
sind dquivalent

(a) M und N sind stark orthogonal zueinander

(b) Das Produkt M N ist ein Martingal
Beweis. Aus der Martingaleigenschaft von M und N folgt
E[(AMy41) (AN )| F] = E[Myya Ny | Fe] — M N (3.1)
die letzte Seite ist genau dann 0, wenn MN ein Martingal ist. O]

Proposition 3.2. Es bezeichne in Folge M? den Raum der quadratintegierbaren Mar-
tingale
M? = {M = (My)seqo,..73| M € L*, Martingal} (3.2)

Mittels der Identitdt
M, = E[Mr|Fi] (3.3)

identifizieren wir jedes M € M? mit seinem Endwert My € L?. Betrachten wir wei-
ters die Aquivalenzklassen der P-f.s. Zufallsvariablen, dann ist M? ein Hilbertraum
isomorph zu L? mit dem Skalarprodukt

(M,N)re := E[MyN;y] ¥V M,N € M?
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Satz 3.3. Kunita-Watanabe Zerlegung:
Sei S ein quadratintegrierbares Martingal unter P. Dann besitzt jedes M € M? eine
Zerlegung

t
M, = My + > #:AS! + L, (3.4)

s=1

hierbei ist ¢' ein adaptierter vorhersagbarer Prozess mit
PIAS e L7 Wt

L ist ein quadratintegrierbares P-Martingal stark orthogonal zu S* und Lo. Weiters ist
die Zerlegung eindeutig in dem Sinne, dass L P-f.s. eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Siehe [7], S. 356-357 O

Lemma 3.4. Sei @) ein zu P dquivalentes Maf. Ein adaptierter Prozess M ist genau
dann ein Q-Martingal, wenn der Prozess

dQ

MtE[(d7P

WF] vtedfo,.., T}

ein P-Martingal ist.
Beweis. Siehe [7], S. 359. O
Folgende Proposition ist eine zeitdiskrete Formulierung des Exponentialprozesses.

Proposition 3.5. Sei @ ein zu P dquivalentes Mafl. Dann existiert ein P-Martingal
A mit
Ao =1 sowie ANy > —1 P-fs.vte{0,..,T} (3.5)

sodass das Martingal (Dichteprozess von @ bzgl. P)
dQ)
VARES E[EU-}] vt € {0,...,T}

die Darstellung
t

Zy=1[(1+AA)  Vte{0,...T} (3.6)

s=1
besitzt. Ist A ein P-Martingal, das (3.5) erfillt, dann ist Z ein P-Martingal und

dQ = ZpdP (3.7)
definiert ein zu P dquivalentes Maf Q).
Beweis. Siehe [7], S. 359f. O
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Bemerkung 3.6. Fir gegebenes A 16st Z die Differenzengleichung
AZ, = Z AN Zy=1
bzw. die aquivalente Integralgleichung
Zy—1=(Z71-\),
mit
Z;l = L.

Insbesondere gilt, dass Z ein P-Martingal ist, wenn A ein P-Martingal ist. Der Dichte-
prozess jedes dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafles lasst sich als Exponentialprozess
eines Martingals A schreiben.

3.2 Lévy Prozesse

Inhalt dieses Abschnitts sind grundlegende Eigenschaften von Lévy Prozessen vgl. [§]
Kapitel 2,3,8.

Definition 3.7. Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, E C R und p ein positives
Radon-Maf auf dem Messraum (E,E). Ein Zufallsmafs

M:QOQx F—N
(w, A) — M(w, A)

heifst Poisson Zufallsmaf$ mit Intensitditsmafl u, wenn fir M gilt:
o Fir fast alle w € Q ist M(w,-) ein Radon Maf$ auf E mit Werten in N.

o [Fir jede messbare Menge A C E ist M(-,A) = M(A) eine poissonverteilte
Zufallsvariable mit Intensitit u(A), d.h.

o (A
P(M(A) = k) = e~h )(M(k!»

o Seien Ay, ..., A, € € disjunkt, dann sind die Zufallsvariablen M(A;), ..., M(A,)
unabhdngig.

Definition 3.8. Sei X = (X})o<t<r ein Lévy Prozess. Das Sprungmafl Jx von X ist
definiert durch

Jx(B) = #{(t,AX,) € B} B eRx[0,00[.

Definition 3.9. Sei X = (X})o<i<r ein Lévy Prozess. Das Lévy Mafl v von X ist
definiert durch

v(A) = E[#{t€[0,1] : AX; # 0,AX; € A}] A e B(R).
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Satz 3.10. Lévy-Ito Zerlegung:
Sei X = (Xi)o<t<r €in Lévy Prozess mit Lévy Maf$ v. Dann gilt:

e v ist ein Radon Mafl auf R\ {0} und es gilt:

/ |z)?v(dz) < oo sowie / v(dx) < oo.
|z|<1 |lz|>1

e Das Sprungmaf Jx ist ein Poisson Zufallsmaf$ auf [0, co[xR mit Intensitatsmajs
v(dx)dt.

e Es existieren Konstante v € R,0? € RT und eine Brownsche Bewequng B =

(Bt)o<t<r, sodass X folgende Zerlegung besitzt:

Xi=yt+o0B, + / xJX(dsxdx)—kli%l / x J%(ds x dx)
21 7 efai<n
s€[0,T] s€[0,1]
mit J5(ds x dz) = Jx(ds x dx) — v(dz)ds. Die Terme sind unabhdngig und der
Grenzwert konvergiert fast sicher und gleichmdfig in t auf [0, T).

Bemerkung 3.11. Gilt zuséatzlich
/ |z|v(dz) < oo,
lz|<1

dann vereinfacht sich die Lévy-Ito Zerlegung von X zu

Xy =9t+0B + / xJx(ds x dx) —t zv(dz)
2eR |lz|<1
$€[0,7T

und das Integral
/ x Jx(ds x dx)

z€R
s€[0,T7]

kann als zusammengesetzter Poisson Prozess betrachtet werden. Im Speziellen hat der
Sprunganteil des Prozesses X endliche Variation.

Satz 3.12. Levy-Khinchine-Formel:
Sei X = (Xy)o<i<r €in adaptierter Lévy Prozess mit charakteristischem Tripel (ju, 02, v)
wobei € R0 € R und v das Lévy Mafl von X ist. Dann gilt Vz € R:

Ele*Xt] = (@ (3.8)

wobet ]
W(z) =ipz — 52202 + /R(ei” —izxlfy <y (z) — 1)v(de). (3.9)
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Lemma 3.13. Sei X = (X})o<t<r ein adaptierter Lévy Prozess mit charakteristischem
Tripel (1,02, v) wobei p € R,0 € R und v das Lévy Map von X ist. Seiu € R Es gilt:

Ele"*] < 0o Vi€ [0,T] <= o ey (dr) < oo
x|>1

Lemma 3.14. Sei X = (X})o<i<r €in adaptierter Lévy Prozess mit charakteristischem
Tripel (u,0%,v) wobei p € R0 € R und v das Lévy Mafs von X ist. Der Prozess
Y = (}/t)OStST mit

YV,:=e¥  Vte|0,T)

ist genau dann ein Martingal, wenn
/ e“v(dr) < oo
|z[>1

und

1
502 +p+ /R(ew — 1 —alg<iy(x))v(de) = 0.

Lemma 3.15. Sei X = (Xy)o<i<r €in Lévy Prozess mit charakteristischem Tripel
(u,0%,v). X ist genau dann ein Martingal, wenn

/ |z|v(dz) < o0 und w+ zv(dz) =0
z[>1 |z[>1

Lemma 3.16. Isometrieformel Brownsche Bewegung:
Sei ¢ = (¢t)o<t<r €in vorhersagbarer Prozess mit

T
B[ Joildt] < oo
0
und W = (Wy)o<i<r eine Brownsche Bewegung. Dann ist Y = (Y;)o<i<r mit
t
Yi= [ duaw,
0
ein quadratintegrierbares Martingal und
T
ol / GudW,] =0
0
T 2 T
El| [ oudW?) = [ 6. dul

Lemma 3.17. Sei ¢ eine vorhersagbare Zufallsfunktion ¢ : Q x [0,T] x R — R und
M ein Poisson Zufallsmafl mit Intensitat p(dt x dx). Gilt

BU[ [, 16t 0)Putat x dy)) < o

dann folgt:
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e Der durch die Abbildung

t
te [ o, y)Me(ds x dy)
0 JRd
definierte Prozess ist ein quadratintegrierbares Martingal.
o Fs gilt
t t
Bl [ ] os,y)Me(ds x dy) ] = EL[ [ |6(s,y)Pu(ds x dy)].
0 JR4 0 JRd
Lemma 3.18. Sei X = (X;)o<t<r ein Lévy Prozess und ein Martingal. Dann ist der
Ezxponentialprozess Z = (Zt)o<t<r
dZt - Zt_dXt Z() - 1
ein Martingal.

Satz 3.19. [to-Formel fiir Lévy Prozesse:
Sei X = (Xy)o<t<T €in Lévy Prozess mit char. Tripel (p, 0% v) und f € CH2([0,T] x
R,R). Dann gilt

of Lof o2 02 f
0
+ Y flu, Xee + AXY) — flu, Xo) — AXu—f(u,Xu,).
0<u<t Ox
A X, #0

3.3 Fourieranalyse

Folgende Sétze folgen Formulierungen aus [12].

Definition 3.20. Sei f : R — C eine messbare Funktion. Die bilaterale Laplacetrans-
formierte f ist definiert als

f(z) = /_O:o f(z)e **dx (3.10)

Vz € C sodass das Integral exixtiert.

Bemerkung 3.21. Es gilt

f(u L M)) _ /oo f(m)e_(u+iv)xdl‘ _ /OO euxf(—l‘)ewmdl‘,

—00 —

die bilaterale Laplacetransformation f entspricht der verallgemeinerten Fouriertrans-
formation der Funktion g : R — C mit

g(x) = e f(=x).
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Satz 3.22. Sei f : R — C eine messbare Funktion und f(R—i— iv) exisitert fir R € R.

o [st die Abbildung

v f(R+v)
integrierbar, dann ist die Abbildung
z = f(z)

A — f.s. stetig und es gilt

f(z) ! /RHOO f(z)e*dz z € R.

21 JR—ico

o [st f von endlicher Variation auf kompakten Intervallen, dann gilt

1 1 R+ioco
limHo§(f(x +e)+ flzv—¢) = lz’mpﬁoo?/ f(z)e*dz r R

T JR—ioco

Definition 3.23. Sei (2, F) ein Messraum und p ein komplexes Mafs auf (2, F). Die
totale Variation von p ist durch

l(E) = sup }_ |u(E:)]

fir E € F definiert. Das Supremum wird tiber alle Partitionen

{(Eienuioc} JE:i = E, E;NE; =0 Vi # j}

von F gebildet.

3.4 €&-Martingale

Definition 3.24. Sei X = (X;)o<i<r ein cadlag—Prozess und N = (Ny)o<i<r €in
lokales Martingal mit Ny = 0. Bezeichne e(N) = (¢(N)¢)o<i<r den Exponentialprozess
von N nach Satz 2.15. Wir definieren eine Familie von Stoppzeiten

To=0 und  Tpyy = inf{t > T,|e(N — N™) =0} AT.
X ist ein E(N)—Martinal, wenn folgendes gilt:

(] E[XT7L€(N—NT")T

] < 4oo.

o (X — XT)e(N — N™) ist fiir alle n > 0 ein Martingal.

Satz 3.25 fasst mehrere Resultate aus [13] zusammen.
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Satz 3.25. Sei X ein Semimartingal mit kanonischer Zerlegung
X=Xo+ M+ A

M ist ein lokales Martingal und A ist ein vorhersagbarer Prozess mit endlicher Varia-
tion. Sei N = (Ny)o<i<r definiert als

t
N, = —/ A dM,
0

wobei X = (\y)o<i<r € L*(Q, F, P). Bezeichne weiters e(N) = (e(N);)o<t<r den Ez-
ponentialprozess von N nach Satz 2.15. Ist (N — NTr) ein Martingal fiir alle n > 0,
dann gilt:

H e L2(Q, F, P) besitzt genau dann eine Orthogonalzerlequng (Féllmer-Schweizer Zer-
legung), wenn H der Endwert eines E(N)-Martingals Y ist.
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