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Text enthalt n Worter: wq,ws, ..., w,
Wortlange [(w;) ist Anzahl der Silben pro Wort, j =1,...,n

Addition aller [(w;) =14 fihrt zu Haufigkeiten f;, i =1,...,k

i ... absolute Haufigkeiten
k
p; = fi/n ... relative Haufigkeiten mit > p, =1
i=1
k
n=> fi ... Textlange
i=1

Zufallsvariable X = Anzahl der Silben pro Wort
Wertebereich I = {1,...,k}
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Ziel: Finde ein "gutes Modell ” fur Haufigkeitsverteilung
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120 slowenische Texte (je 30 aus 4 Texttypen)

2 TL
min max | min max | min  max

Journalistisch 30 205 246|122 196|328 1166

8l
w

Texttyp # Texte

Gedicht 30 148 190|037 0.84] 58 626
Privatbrief 30 1.72 198 |0.78 0.98 | 401 1979
Prosa 30 1.73 1.98|0.70 1.04 | 288 4401
Notation: £ ... Empirischer Mittelwert
s> ... Empirische Varianz

TL ... Textlange
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S
120 Texte: Dispersionsindex d = —
r—1
Texttyp d Anzahl Texte
min max Mittel|d <1 dx~1 d>1
Journalistisch | 1.086 1.346 1.202 0 0 30
Gedicht 0.605 1.136 0.854 27 0 3
Privatbrief 0.969 1.150 1.048 8 6 16
Prosa 0.946 1.159 1.036 3 13 9

Bekannte Modelle:
fir d > 1 Negativ binomial(k, p)

fir d=1 Poisson(#)
fir d <1 Dacey-Poisson(a, 8)

Ein Modell fur gesamten Bereich von d ?
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Wahrscheinlichkeitsfunktion

l—a+ae? z=1
P(X =x2)=
af® e /(x -1, =2,3,...
Parameterbereich 0>0 und 0<a < opmy=1/(1-e9
Momente
E(X)=1+af
var(X) = af(1 + 6 — ab)
a=1 — 1-verschobene Poisson(6)
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Dispersionsindex

var(X) af(0+1— ab)

0 = = =1406(1—
B(X) - 1 af Tol-a)
e 0<axl — §>1 = Uber-Dispersion
o =1 —> 0=1 = Gleiche Dispersion (Poisson(6))

e l<a<aa,, — 0<1 = Unter-Dispersion

—> Parameter o steuert Verteilungstyp
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Schatzung der Parameter a und 07

Schatzmethoden

e Momentenmethode
e Maximum Likelihood Methode

e Schatzung durch empirischen Mittelwert und erste Haufigkeitsklasse

Brauchbar, falls:
(1) in der Stichprobe f1>> fa, f3,..., fk

(2) Graph der empirischen Verteilung annahernd L-Form
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Relation zwischen Parametern und Momenten

uw=1+af, ,u(z):2oz€—|—ou92

Ersetze Parameter durch ihre empirischen Gegenstucke

z=1+a0, mpg =2a0+a6

wobei y
1
r = — 11s ... empirischer Mittelwert
- ; f p
P
M) =~ Zz(z —1)f; ... zweites faktorielle Moment
i=1

Schatzungen sind

A m
= — (2) — 2 and aum = —=
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Likelihoodfunktion

k
L®|f1,.... fi) = [[[P(X =9)]"", where © = (61,...,0,)

1 =1
Log-likelihood
k
log L(®|f1, ..., fr) = filog P(X =1) + Y " filog P(X = i)
1=2

Unser Fall: ® = (o, 0)

k
log L(c, 0] f;) = filog(1—a+ae )+ Z fi[log a+(i-1) log 0 — 0 — log(i—1)!]
i=2
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Scoregleichungen

dlogLa0lf) (¢~ 1)fy B
O 1—a+ae? a;fz_o
Olog L(a,0lf;)  —ae™®fi 1
00 _1—a+ae—9+9;fz(z_1_9>_0

Schatzer éML Losung der transzendenten Gleichung

(n T fl) —é —1=0
n(T — 1)
und Schatzer &y ist . n — fi
QL = ~
(1 —e=Om)
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Gleichsetzen

) T — 1
.11_7:1—|—OACH — &FF::CA
Ocr
X O(n — A A .
ﬁzl—@-F&G_Q g (n_ 1) =1-e’ = Oy =0«
n n(z —1)

Beziehung zwischen &y, und & ?

) n — fi (n—1f) nx-1) r—1
(8 — — — — — —
. n(]. — e_OML) n GML(n — fl) HML
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Eigenschaften des Singh-Poisson Modells fur

1 Uber-Dispersion
0 Gleiche Dispersion
0 Unter-Dispersion

B =500 Stichproben vom Umfang n = 500, n = 1000

Implementation in R mit numerischer Optimierung
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(0% 0
n = 500 || amm S€(5¢|\/||\/|) QML se(o‘zML) G_MM se(Q_MM) 9_|\/||_ Se(9_|\/||_)
d>1 0.824 0.041 | 0.822 0.034 || 1.579 0.098 | 1.581 0.083
d~1 0.925 0.070 | 0.924 0.061 || 0.909 0.079 | 0.909 0.070
d <1 1.155 0.103 | 1.150 0.094 || 0.627 0.066 | 0.629 0.062
06
n = 1000 || amm Se(C_¥M|\/|) QML se(o‘zML) 9_|\/||\/| S€(§|\/||\/|) 9_|\/||_ se(éML)
d>1 0.823 0.029 | 0.821 0.022 || 1.578 0.067 | 1.579 0.059
d~1 0.923 0.048 | 0.921 0.042 || 0.910 0.057 |1 0.911 0.051
d <1 1.152 0.075 | 1.148 0.068 || 0.625 0.047 | 0.627 0.044
Theoretische Parameter (a, 6) in Simulationsstudie:
d > 1: (0.82, 1.58), d~1: (0.92, 0.91), d < 1: (1.14, 0.63)

Momenten— und ML-Methode: Beide Parameter ohne Bias geschatzt

ML-Methode: kleinerer Standardfehler als Momentenmethode (80-90%)
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Teste Hypothese
HO - Pi :pOz(@)7 1= 17277k

mit
®=(61,...,0,) ... Parametervektor (m < k — 1)

po = (po1,Po2,--->Pok) --- Wahrsch.-vektor unter H

Pearson’'s X2 Teststatistik:

In unserem Fall: ® = («, 0)
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Nachteil des y* Tests

- direkter Vergleich nicht moglich wegen unterschiedlicher StichprobengroBe

- unterschiedliche Klassenzahl impliziert verschiedene Freiheitsgrade

: : X
—> Diskrepanzindex ' = —
n
Empirische Faustregel
C' < 0.01 ... sehr gute Anpassung
C <0.02 ... gute Anpassung
C' < 0.05 ... akzeptable Anpassung
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[1 Singh-Poisson einfache, 2-parametrige Verallgemeinerung von Poisson
[ Ein Ansatz fur Falle mit Unter-, gleicher und Uber—Dispersion

O Parameter « identifiziert Poisson Uber-/Unter-Dispersion

[1 Schatzung basierend auf ML <= Mittelwert + erste Haufigkeitsklasse
[1 Gute Eigenschaften von Parameterschatzungen fur simulierte Daten
[1 Brauchbare und stabile Schatzungen fiir reale Daten

[1 Texttypen quantifiziert und charakterisiert durch Parameterbereiche
von («, 0)
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