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Vorwort

Die Theorie der kiinstlichen Neuronalen Netze ist in den bisherigen fast 60
Jahren ihres Bestehens zu einem wichtigen Zweig der Theoretischen Informa-
tik geworden. Seit es diese Theorie gibt wurde auch versucht, solche lernende
Maschinen zu realisieren. Der erste Neurocomputer, Snark, wurde bereits
1954 von Marvin Minsky entwickelt. Snark verwendete motorgesteuerte
Potentiometer als Gewichte. Zum Gliick gibt es heute etwas ausgereiftere
Techniken.

Die VLSI-Technologie (Very Large Scale Integration) bietet die Moglich-
keit, auch groflere Netzwerke zu implementieren. Vergleicht man jedoch die
Leistung solcher auf Silizium basierender Netzwerke mit der von organi-
schen/biologischen, so muff man feststellen, dafi diese unerreichbar zu sein
scheinen.

Diese Arbeit setzt in einem Punkt zwischen den drei Spannungsfeldern
von Theorie, technischer Realisierung und Biologie an. Mein Ausgangs-
punkt ist die Theorie von Schwellenschaltkreisen (threshold circuits). Diese
wird auf ihre Tauglichkeit in Bezug auf VLSI diskutiert und mogliche An-
passungen der Theorie werden vorgeschlagen. An einigen Beispielen wird
das Design von effizienten Schaltkreisen nach VLSI-freundlichen Kriterien
demonstriert.

Die Forschungen an biologischen und kiinstlichen Neuronalen Netzen
sind miteinander eng verkniipft. Nicht nur bietet die Biologie Inspiration
fur die Informatik, auch die Informatik tragt zum besseren Verstéindnis der
biologischen Vorginge bei. Diese Arbeit beschiftigt sich auch mit einigen
biologischen Aspekten. Einige quantitativen Abschéitzungen iiber die Ana-
tomie der Kortex dienen als Vorlage fiir ein Modell, an dem hauptséchlich
die Verbindungsstruktur zwischen den Neuronen untersucht wird.
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Neuerungen

Im Rahmen dieser Arbeit konnten einige neue Ergebnisse erzielt werden.
Diese sollen hier kurz angefiihrt werden.

Ein neuer Schaltkreis fir COMPARISON wird vorgestellt. Die Konstruk-
tion bendtigt Schwellengatter, hat variablen Fan-in und ist gut fiir VLSI-
Implementation geeignet. Siehe dazu Abschnitt 3.2.2 auf Seite 22 bzw. Lem-
ma 3.2.2 auf Seite 23 und Abbildung 3.3 auf Seite 23.

Ein neuer AND/OR-Schaltkreis fir COMPARISON hat ebenfalls varia-
blen Fan-in und gute VLSI-Eigenschaften. Zu finden ist diese Konstruktion
in Abschnitt 3.2.2 auf Seite 25 (Modifikation der Konstruktion von Siu et
al.(LEG)) bzw. Abbildung 3.5 auf Seite 27.

Die Lokalitit von Schaltkreisen wird im Abschnitt 3.2.3 auf Seite 33
anhand der Kantenkreuzungen (crossings) abgeschitzt.

Ein Schaltkreis mit beschranktem Fan-in zur Berechnung von Schwellen-
funktionen wird angegeben. Theorem 1 auf Seite 43 macht Aussagen iiber
dessen Eigenschaften.

Selbiges wird fir c-symmetrische Funktionen, eine Funktionsklasse die
in Definition 3.3.3 auf Seite 44 definiert ist, angegeben. Die Eigenschaften
des Schaltkreises sind in Theorem 2 auf Seite 45 angegeben.

In Kapitel 4 auf Seite 47 wird ein Schaltkreismodell eingefiihrt, das Ver-
bindungsstrukturen untersuchen soll (Grid-Modell). Dabei sind vor allem
beschrinkte Gatterdichte sowie beschrinktes Fan-in und beschrinkte Lei-
tungsliange vorgegeben.

In diesem Modell wird die ein-Layer-Architektur (K, ,,) untersucht. Sie-
he dazu Kapitel 4.1 auf Seite 49 bzw. Lemma 4.1.1 auf Seite 51

In [SRK95] wurde ein Schaltkreis zur effizienten Prafizberechnung ange-
geben. Lemma 3.1.2 auf Seite 19 erweitert das Ergebnis auf kleinen Fan-in
o(logn).

Eine wichtige Figenschaft der COMPARISON-Funktion wurde in Lem-
ma 3.2.1 auf Seite 22 angegeben. Diese Eingenschaft ist sicher bekannt,
konnte in der Literatur aber nicht gefunden werden.
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Kapitel 1

Definitionen und
Bemerkungen

1.1 Aufbau der Arbeit

Der Titel von Kapitel 1 spricht fiir sich selbst. Hier werden zunéichst die
meisten allgemein anerkannten und in dieser Arbeit beniitzten Modelle und
Paradigmen eingefithrt. Dies sind vor allem das Schaltkreismodell, Komple-
xitdtsmafBe und Gattertypen. Neben den Definitionen findet man hier aber
auch einige wichtige Anmerkungen und bekannte Ergebnisse.

Im Kapitel 2 werden die Anforderungen und Limitationen von Schalt-
kreisen in VLSI und in biologischen Netzen besprochen. Es wird auch gezeigt
welche Auswirkungen dies auf die Theorie von Schaltkreisen hat. Im Kapitel
2.2.1 wird auerdem ganz kurz der Aufbau von biologischen Schaltkreisen
skizziert.

Einen wichtigen Punkt der vorangegangenen Betrachtungen behandelt
Kapitel 3 genauer. Hier wird anhand einiger Beispiele gezeigt, wie man
effiziente Schaltkreise mit beschrinktem Fan-in erhalten kann. Die Auswir-
kungen eines solchen Design werden detailliert in Kapitel 3.2 anhand der
Funktion COMPARISON erliutert.

Kapitel 4 ist eher biologisch motiviert und versucht bestimmte Ver-
bindungsstrukturen an Beschrinkungen anzupassen. Dazu wird ein neues
Schaltkreismodell eingefiihrt.

Im Anhang findet man einige Beweise die aus verschiedenen Griinden
nicht im Text eingebettet wurden.



1.2 Allgemeine Mathematik

1.2.1 Eine fast konstante Funktion

Eine nicht so gebriuchliche aber in dieser Arbeit 6fters verwendete Funktion
ist die log* Funktion. Diese Funktion ist extrem schwach ansteigend. Aus
diesem Grund wird ein log*-Faktor als “fast konstanter” Faktor angesehen.
log*n gibt an, wie oft man n logarithmieren mufl bis logloglog...logn
kleiner oder gleich 1 ist. Die Werte von log*n fiir n = 2,4,16,65536 sind
jeweils 1,2, 3, 4.

Definition 1.2.1 (log*)
Fiir ein k > 1 sei log(k“) n = log(log(k) n) und log(]) n = logn. Dann ist

log* n = min{k : log® n < 1}.

1.2.2 Binéire Darstellung von Zahlen

Wir werden vor allem mit booleschen Funktionen f : {0,1}" — 0,1™ ar-
beiten. Bestimmte Funktionen wie etwa COMPARISON oder ADDITION
haben eine inherente Verbindung zu natiirlichen oder ganzen Zahlen.

Wir miissen also die Zahlen binér kodieren. Gegeben sei ein boolescher
Vektor X = (zg,...,zp-1) € {0,1}". Dieser Vektor stellt eine natiirliche
Zahl x4 € {0,...,2" — 1} dar. Diese Zahl kann folgendermafien bestimmt
werden:

n—1
_ o
Tnat = €T
i=0

Um die Notation zu vereinfachen wird in dieser Arbeit der Vektor X mit der
von ihm dargestellten Zahl identifiziert. So bedeuted etwa X > Y eigentlich
Tnat > Ynat-

Fiir ADDITION benétigen wir Ganzzahlen. Auf die Behandlung von
negativen Zahlen wird nicht weiter eingegangen. Jedoch bilden die angege-
benen Schaltkreise jedenfalls die passende Summe wenn negative Zahlen im
2er-Komplement dargestellt werden.



1.2.3 Graphen

Ein gerichteter Graph ist ein Tupel (V, E), wobei V (Knotenmenge) eine
endliche Menge und E (Kantenmenge) eine bindre Relation auf V ist (E C
V x V).

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) ist ein gerichteter Graph, wobei
E symmetrisch ist, d.h.:(v,w) € F < (w,v) € E,Yv,w € V

Ein Pfad von v nach w (v,w € V) ist eine Folge von Knoten v =
Vo, V1. e e, U = w,v; € Vii=0...k, wobei (v;,v;41) € B,i=0...k—
1, gilt. Ein Pfad ist einfach, wenn v; # v;,0 <14,j < k;i # 7 gilt.

Ein Kreis ist ein Pfad von v nach v. Ist dieser Pfad mit Ausnahme
von vy = vy, einfach, so ist der Kreis einfach.

Die Lange eines Pfades (Kreises) ist die Anzahl seiner Kanten (k).

Ein Graph heifit azyklisch wenn er keine nichttrivialen Kreise enthélt.

Ein Graph heifit zusammenhdingend, wenn es fiir jedes Paar (v, w) mit
v,w € V einen Pfad in V gibt.

Ein azyklischer, ungerichteter, zusammenhingender Graph heifit Baum.

Die In-Valenz (Out-Valenz) eines Knotens v ist die Anzahl von Kanten,
die in v enden (beginnen)
In-Valenz(v) := [{w|(w,v) € E}|
Out-Valenz(v) := [{w|(v,w) € E}|

Vergleiche hierzu Kapitel 9 in [HA96].

1.3

Schaltkreise

Der Grofiteil dieser Arbeit wird sich mit feedforward Netzwerken auseinan-
dersetzen. Besonders Kapitel 3 baut auf dieses Konzept auf. Die folgende
Definition gibt eine Beschreibung des feedforward Konzeptes an.

Definition 1.3.1 (Feedforward Netzwerk)
FEin feedforward Netzwerk ist ein gerichteter azyklischer Graph. Die Knoten
des Graphen kénnen in drei Mengen unterteilt werden:



1. Inputknoten - haben keine eintretenden Kanten
2. wnterne Knoten - haben sowohl ein- als auch austretende Kanten
3. Outputknoten - haben keine austretenden Kanten

Ein Netzwerk mit n Inputknoten und m Outputknoten berechnet eine
m-stellige Funktion f(z1,...,z,). Dabei werden den Inputknoten die Wer-
te z1,...,z, zugeordnet. Jeder interne Knoten und jeder Outputknoten
gi(diese Knoten werden Gatter genannt) berechnet eine bestimmte Funkti-
on seiner Inputs. Diese Inputs sind die Funktionswerte aller Gatter g; fiir die
gilt: (j — 14) ist eine Kante des Netzwerkes. Der Betrag der Netzwerkfunkti-
on f(xi,...,z,) ist dann der Vektor der Funktionswerte der Outputknoten.

O

Statt des Begriffes “feedforward Netzwerk” kann man auch “Schaltkreis”
verwenden. Meist will man eine bestimmte Funktion fiir beliebig viele Inputs
berechnen. Ein Schaltkreis C,, berechnet die Funktion aber immer nur fiir
konstant viele (ndmlich n) Inputs. Kann man Schaltkreise fiir beliebige n
konstruieren, so spricht man von einer Schaltkreisfamilie {C,}. Man hat
also eine Folge von Funktionen { f,} und eine Schaltkreisfamilie {C),} sodaf}
jede Funktion f,, durch den Schaltkreis C,, in {C,} berechnet wird. In
dieser Arbeit wird “Schaltkreis” mit “Schaltkreisfamilie” gleichgesetzt, um
umstéindliche Notation zu vermeiden.

Definition 1.3.2 (Boolescher Schaltkreis)
Ein boolescher Schaltkreis ist ein feedforward Netzwerk dessen Inputs und
Outputs binir sind.

O

In dieser Arbeit werden Schaltkreise oft graphisch dargestellt. Dabei
werden folgende Konventionen verwendet:

e Der Informationsflufl erfolgt meist von oben nach unten. Um eine
Uberladung der Darstellungen zu vermeiden wurden deshalb Pfeile an
den Kanten vermieden, sofern die Richtung eindeutig ist.

e Die Inputknoten sind in der obersten Reihe angeordnet

e Kreise symbolisieren Gatter. Meist sind dies Schwellengatter. AND
bzw. OR-Gatter sind durch A bzw. V angedeutet.



e Eingebettete Schaltkreise sind durch Rechtecke angedeutet.
e Die Outputknoten sind die untersten Knoten

Die néchste Definition fithrt die gingigen Komplexititsmafie von Schalt-
kreisen ein.

Definition 1.3.3 (size / depth)

Die size eines Schaltkreises ist die Anzahl der Gatter im Schaltkreis. Die
depth eines Gatters ist die maximale Anzahl von Kanten aller moglichen
gerichteten Pfade von einem Inputknoten zu diesem Gatter. Die depth eines
Schaltkreises ist das Maximum der depth aller Gatter.

|

Statt size und depth kann man auch Grdfle und Tiefe verwenden. Die
englischen Begriffe sind aber schon so gebrduchlich dafl es kliiger erscheint,
dieselben zu verwenden, auch wenn das einige Probleme mit der deutschen
Grammatik ergibt. Ich werde deutsche und englische Begriffe je nach Bedarf
verwenden, bei Formeln aber ausnahmslos auf englische zuriickgreifen. Dies
gilt auch fiir andere Begriffe wie “Fan-in” fiir die es kein passendes deutsches
Wort gibt.
Die folgende Definition wird vor allem im Kapitel 3 von Bedeutung sein.

Definition 1.3.4 (Fan-in / Fan-out)

Der Fan-in eines Gatters ist die Anzahl der eintretenden Kanten (In-Valenz).
Der Fan-out eines Knotens ist die Anzahl der austretenden Kanten (Out-

Valenz). Der maximale Fan-in bzw. Fan-out iiber alle Knoten im Schaltkreis

bestimmt den Fan-in bzw. Fan-out des Schaltkreises.

a

Ein Schaltkreis wird als geschichtet (layerd) bezeichnet wenn jedes Gatter
mit Tiefe d seine Inputs nur von Knoten der Tiefe d — 1 bezieht. In die-
sem Fall bezeichnet man die Menge aller Gatter der Tiefe d als Schicht d
(layer d). Nicht geschichtete Schaltkreise lassen sich einfach in geschichtete
iiberfiithren indem man Knoten einfiihrt die Funktionswerte weiterleiten.

1.4 Schwellengatter

Bis jetzt wurde noch nicht angegeben welche Funktionen den einzelnen Gat-
tern zugeordnet sind. Der wichtigste Gattertyp in dieser Arbeit wird das



Schwellengatter sein. Aber auch die traditionellen AND/OR Gatter wer-
den bendtigt. Bevor wir uns mit Schwellengatter beschiftigen, noch die
Definition von AND-OR Schaltkreisen.

Definition 1.4.1 (AND/OR Schaltkreis)
Ein AND/OR Schaltkreis ist ein boolescher Schaltkreis in dem jedes Gatter
ein AND Gatter, OR Gatter oder ein NOT Gatter ist.

O

Schwellengatter (TGatter) werden in der englischen Literatur als “threshold
gates” bezeichnet. Ein Schwellengatter berechnet auf seinen Inputs eine
lineare Schwellenfunktion (oder linear threshold function).

Definition 1.4.2 (lineare Schwellenfunktion)
Eine lineare Schwellenfunktion f(X) ist eine binire Funktion sodaf

1 fall iz > O
f($], . ,xn) = { alls Zz,1 w;T; =~
0 sonst

O

Die Koeffizienten w; werden Gewichte oder weights genannt, © wird allge-
mein als Schwelle oder threshold bezeichnet.

Definition 1.4.3 (Schwellenschaltkreis)
Ein Schwellenschaltkreis ist ein feedforward Netzwerk in dem jedes Gatter
eine lineare Schwellenfunktion berechnet.

O

In einem Schwellenschaltkreis werden die Gewichte oft global betrachtet,
sodafl w;; ein Gewicht ist das im Gatter g; den Output des Gatters g;
gewichtet.

Gewichte in Schwellenschaltkreisen

Die Gewichte der Schwellengatter spielen eine bedeutende Rolle, da sie die
Berechnungskraft der einzelnen Gatter bestimmen. Die allgemeine Defi-
nition der linearen Schwellenfunktion erlaubt reelle Gewichte. Man kann
aber zeigen, daB fiir bindire Inputs auf 20("1987) begchriinkte ganzzahlige
Gewichte ausreichen (das Ergebnis findet man in vielen Publikationen, z.B.
in [GsR]). Schwellenschaltkreise werden aulerdem unterteilt in Schaltkreise



mit polynomiellen Gewichten (die Gewichte sind beschriankt durch O(n®)
fiir ein konstantes ¢) und in Schaltkreise mit exponentiellen Gewichten (d.h.
es gibt Gewichte die nach unten durch Q(2") beschrinkt sind fiir ein € > 0).
Man kann etwa COMPARISON (wird im Kapitel 3.2 behandelt) durch ein
Gatter mit exponentiellen Gewichten berechnen, nicht aber durch ein Gatter
mit polynomiellen Gewichten(siehe [SRK95] Kapitel 6.2).

1.5 PL-Gatter

FEin weiterer benottigter Gattertyp ist das sogenannte PL-Gatter. Das PI-
Gatter berechnet dhnlich wie das Schwellengatter eine gewichtete Summe.
Es ist also ein lineares Gatter. Die Aktivierungsfunktion unterscheidet sich

die Summe linear an den Output weitergegeben. Wird allerdings dieser Be-
reich iiberschritten, so wird die Summe “abgeschnitten”. Die Aktivierungs-
funktion ist also stiickweise linear (piecewise linear PL). Sie ist somit nicht
bindr. Die Tatsache daf} die Summe weitergegeben werden kann, ermdoglicht
eine einfache Kaskadierung und erleichtert die Arbeit bei beschrinkten Fan-
in.

Definition 1.5.1 (PL-Gatter)
Sei S(z) = Y., wiz; + ©. Ein PL-Gatter berechnet auf n Inputs z =
(1,...,z,) die Funktion f: R" — [—a, +q]

S(z) falls S(z)| <«
flxy,....z0) =« falls S(x)
—a  falls S(x)



f(S)

Abbildung 1.1: Aktivierungsfunktion des PL-Gatters



Kapitel 2

Biologische und technische
Anforderungen

Die theoretische Arbeit mit Schaltkreisen hat neben rein theoretischen Fra-
gen auch praktische Aspekte. Zum Einen will man natiirlich Fortschritte in
Bezug auf VLSI-Implementation von Schaltkreisen erzielen. Als Beispiel sei-
en etwa Additions-Schaltkreise angefithrt. Schnelle Additions-Schaltkreise
sind fir gute Rechenleistungen in CPUs unerlidsslich. Andere Beispiele
wiren etwa die Parititsberechnung fiir digitale Dateniibertragung oder die
Fast Fourier Transformation fiir eine Unzahl von technischen Anwendungen.
Gerade in solchen zeitkritischen Anwendungen ist extreme Parallelitidt wich-
tig. Beim Schaltkreisentwurf darf in solchen Fillen aber natiirlich nicht auf
die Anforderungen der Implementation vergessen werden, denn diese sind in
der Theorie meist nicht beriicksichtigt.

Zum Anderen versucht man mithilfe kiinstlicher Neuronaler Netze das
Verhalten von biologischen Schaltkreisen zu simulieren oder zu erklaren. Mit
der Computational Neuroscience ist ein eigener Forschungszweig entstanden,
der dem Geheimnis der unglaublichen Leistungen des Gehirns auf die Spur
kommen will.

Bei der VLSI-Implementation von Neuronalen Netzen stoft man aller-
dings, verglichen mit biologischen Netzen, sehr bald an Grenzen, die wahr-
scheinlich in der starken Vernetzung der Neuronen begriindet sind.

Im Folgenden will ich kurz auf die technischen Anforderungen an Schalt-
kreise eingehen.



2.1 VLSI-Implementationen von Neuronalen Net-
zen

Die Hauptbeschrinkungen von VLSI entstehen aus der 2-Dimensionalen Ab-
bildung der Rechenelemente und vor allem deren Vernetzung in einer be-
schrinkte Anzahl von Layern. Dies fithrt zu beschrinkter Vernetzung und
beschrinkter Prdzision der Gewichte. Hohe Prézision benétigt mehr Platz,
einerseits um die Gewichte zu speichern, und andererseits um das Ergebnis
zu berechnen . Biologische Netze haben wenige Layers, zumindest bestimm-
te Teile der Kortex. So kann man etwa eine bekannte Person in einem
verrauschten Bild innerhalb weniger 100 msek. erkennen, wobei ein Neuron
eine Verzogerung von etwa 10 msek. hervorruft. Aufgrund der beschrink-
ten Konnektivitidt mufl man in VLSI tiefere Netze mit schnelleren Einheiten
bevorzugen.

2.1.1 Schaltkreise und Area

Bei VLSI-Implementationen in Silizium hat man nur beschrinkten Platz
(area) zur Verfigung. Eine Abschétzung des Platzverbrauches durch die
Anzahl der Gatter (In der Theorie wird meist diese size des Netzwerkes
abgeschiitzt) reicht hier keinesfalls aus. Dies resultiert aus mehreren Uber-
legungen. Einerseits ist der Platzverbrauch der Verbindungen (wires) sehr
wichtig (“the area of the connections counts” [Bei98]), andererseits hingt
der Platzverbrauch eines Neurons von dessen Gewichten ab ( “comparing the
number of nodes is inadequate for comparing the complexity of NNs as the
nodes themselves could implement quite complex functions” [Wil90]).

Bei solchen Uberlegungen spielt der Fan-in eine bedeutende Rolle. Durch
beschrinkten Fan-in kann man sowohl die Gewichte als auch die Konnekti-
vitdt beschrinken. Beiu nimmt an dafl man sowohl Prézision als auch Fan-in
fiir praktische digitale Implementationen (sub-)logarithmisch beschrinken
muf} [Bei96]. Man kann den Fan-in sogar direkt in Verbindung mit der
Konnektivitidt eines Netzwerkes setzen: the “area required for inter-node
connectivity grows like the cube of a node’s fan-in” [Ham88]. Des weiteren
gibt es sowohl fiir analoge als auch fiir digitale Implementationen technolo-
gische Schranken an den maximalen Fan-in und der Prézision der Gewichte.
In verschiedenen Arbeiten wurden bereits einige Ansétze gewéihlt, die Kom-
plexitit von Netzen alternativ abzuschétzen:

e Die Anzahl der Verbindungen(edges) soll die Konnektivitit des Netz-
werkes erfassen.
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e Die Anzahl der bendtigten Bits um alle Gewichte und Schwellen des
Netzwerkes darzustellen. Dieses Maf stellt auch eine Verbindung zur
minimum description length und der Entropie von Datenmengen her.

e Die Summe der Gewichte und Schwellen des Netzwerkes (weightsum).

Das Beschrinken das Fan-in hat aber auch noch andere Effekte. Ein
Schaltkreis mit Fan-in £ und Grofe s kann von maximal s(k — 1) + 1 Inputs
abhiingen, und bei Tiefe d maximal von k¢ Inputs. Daher bendtigt man bei
konstantem Fan-in k& mindestens (n — 1)/(k — 1) = ©Q(n) Gatter und eine
Tiefe von mindestens d = logn/logk = Q(logn).

Weiters ist bekannt dafl ein Schwellengatter mit Fan-in £ maximal 2k
Funktionen berechnen kann. Daher hat man fiir sehr kleines konstantes k
viel Berechnungskraft gegeniiber AND-OR Schaltkreisen eingebiifit. Schwel-
lenschaltkreise mit beschrinktem Fan-in £ kénnen immer auch durch AND-
OR Schaltkreise implementiert werden, wobei sich Tiefe und Grofle des
Schaltkreises um einen konstanten Faktor (abhingig von k) erhéhen.

2.1.2 Schaltkreise und Delay

Die Zeit die ein Schaltkreis benotigt um eine Funktion zu berechnen (de-
lay) ist natiirlich ein wichtiger Faktor im Schaltkreisentwurf. Man geht bei
VLSI-Modellen meist davon aus, daf} die Berechnung getaktet ist. Die Zeit
wird also in diskrete Intervalle unterteilt. Innerhalb eines Intervalls haben
die Gatter Zeit um das Ergebnis bereitzustellen. Auflerdem muf in dieser
Zeitspanne das Ergebnis iiber die Leitungen zu den Nachfolgegattern geleitet
werden.

In der Theorie wird meist nur die Tiefe des Schaltkreises zur Bestimmung
der Berechnungszeit herangezogen. Dies ist korrekt, wenn die Schaltzeit
der Elemente und die Verzogerung durch die Leitungen unabhingig von
der Inputgrofle ist. Dies ist in VLSI natiirlich nicht der Fall [UlI84]. Das
delay von Leitungsbahnen ist abhingig vom Produkt der Kapazitit und
des Widerstandes, welche wiederum beide von der Leitungslinge abhéngen.
Somit steigt das delay der Leitungen quadratisch mit deren Linge.

Bezieht man die Kapazitit und den Widerstand auf die Fliche, so haben
die Gatter (Transistoren) bedeutend hohere Werte. Es hingt von der Linge
der Leitungen ab, wovon das delay dominiert wird. Bei kurzen Leitungen
aber wirkt sich vor allem die Eingangskapazitit der Gatter aus, welche linear
vom Fan-in abhéngt.

Die Verzogerung durch die Leitungen konnen durch verschiedene Maf-
nahmen verbessert werden. Lange Leitungen kénnen in Metall gefiihrt wer-
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den (z.B. bei NMOS), wodurch man wesentlich bessere Leitungseigenschaf-
ten erhilt. Das ergibt eine dhnliche Strategie (wenn auch nicht so drastisch)
wie jene im Kortex. Dort gibt es viele lokale Verbindungen zwischen “be-
nachbarten” Neuronen und wenige sehr lange, welche in der weiflen Masse
gefithrt werden.

Modelle die solche Parameter beriicksichtigen wurden bereits verwendet:

e Ein Modell nimmt an daf} die Berechnungszeit eines Gatters von dessen
FEingangskapazitit bestimmt ist, sodafl jedes Gatter ein delay propor-
tional zu dessen Fan-in aufweist (Fldelay).

e Ein anderes Modell geht von der Dominanz der Leitungskapazititen
aus. Damit ist das delay bestimmt durch die Leitungslinge zwischen
den Gattern.

2.2 Biologische Neuronale Netze

Die Daten dieses Kapitels stammen hauptséchlich aus dem Buch “Anatomy
of the Cortex” von Braitenberg und Schiiz [BS91]. Darin wurden Statistische
Untersuchungen am Kortex von weilen Mausen publiziert. Die Ergebnisse
lagsen sich grofitenteils auf andere Wirbeltiere und den Menschen iibertra-
gen.

2.2.1 Kurze Beschreibung der Struktur

Die informationsverarbeitenden Elemente im Nervensystem sind die Neu-
ronen . Die Neuronen bestehen aus dem Dendritenbaum, der den Grofteil
der Information aufnimmt , dem Zellkern, der Berechnungen ausfiihrt, und
dem Azon, das die berechnete Information weiterleitet. Zwei Neuronen sind
durch Synapsen verbunden. Diese Synapsen sind intelligente Verbindungen,
die fir das Lernen verantwortlich sind. Synapsen treten meist zwischen dem
Axon des prisynaptischen Neurons (liefert Information) und dem Dendri-
tenbaum des postsynaptischen Neurons (empfingt Information) auf.

Eine Vereinfachte Sichtweise der Ereignisse zwischen zwei Neuronen sieht
so aus: Ein Neuron wird aktiviert, es feuert und gibt ein gewisses Aktions-
potential ab. Das Axon leitet dieses Aktionspotential zu den Synapsen.
Diese geben die Information gewichtet weiter an den Dendritenbaum des
postsynaptischen Neurons, der leitet es weiter an den Zellkern. Der Zellkern
wird aktiviert wenn das durch viele solcher Synapsen erreichte Potential eine
gewisse Schwelle iiberschreitet.
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Man sieht sofort die Ubereinstimmungen mit dem Modell des Schwellen-
schaltkreises. Der Funktionswert eines Schwellengatters sagt uns ob dieses
“aktiviert” wurde. Der Dendritenbaum wird auf eintretende Kanten pro-
jiziert, die Gewichtung durch die Synapsen wird durch die Gewichte des
Neurons bewerkstelligt und austretende Kanten entsprechen dem Axon.

Es soll gesagt werden dafl dies nur eine extrem vereinfachte Darstellung
der Vorginge in Nervenzellen ist.

2.2.2 Quantitative Abschitzungen

Im Kortex der Maus hat man im Durchschnitt etwa 9.2 x 10* Neuronen
pro mm? ([BS91] Kap. 4). Dieser Wert variiert iiber verschiedene Tiere und
Gehirnareale. Die totale Anzahl von Neuronen im Gehirn des Menschen
wird auf etwa 10'9 geschiitzt (1000 mal mehr als bei der Maus).

Im Durchschnitt hat man etwa 7.2 x 108 Synapsen pro mm? ([BS91]
Kap. 5). Einige Korrekturen auf Grund der Messung fithren zu einem Wert
von etwa 8000 Synapsen pro Neuron. Auch dieser Wert ist bei verschiedenen
Tieren und Arealen verschieden und liegt zwischen 2000 und 10000. Diesen
Wert kénnte man mit dem Fan-in von Gattern gleichsetzen. Treten aller-
dings mehrere Synapsen zwischen zwei Neuronen auf, so stimmt diese Rech-
nung nicht mehr. Nach Braitenberg und Schiiz ist die Wahrscheinlichkeit
von multiplen Verbindungen im Kortex allerdings als gering einzuschétzen.
Wie dem auch sei, die obere Schranke an den Fan-in kann man durchaus mit
10* angeben. Aus verschiedenen Griinden wird der Fan-out mit nur etwa
einem Zehntel des Fan-in beziffert, wiire also 103. Beim Menschen kommt
man auf eine Gesamtzahl von etwa 10'* Synapsen im Gehirn.

Allein an diesen Zahlen sieht man daf} eine Verbindungsstruktur “jeder
mit jedem”, wie dies bei Hopfieldnetzen angenommen wird, unmdglich zu
realisieren ist. Jedenfalls nicht mit vielen Neuronen und in der einfachen
Architektur eines vollstindigen Graphen.

Es gibt zwei verschiedene Arten von Verbindungen (Axone). Zum Einen
gibt es kurze lokale Verbindungen mit wenigen Millimetern Reichweite. Da-
zu gibt es noch lange Verbindungen, die aus der grauen Masse (hier be-
finden sich die Neuronen) austreten um in der weifen Masse weite Strecken
zuriickzulegen. Von diesen langen Verbindungen gibt es relativ wenige. Man
schiitzt 20% extrakortikale Verbindungen in den oberen Layers von priméren
sensorischen Arealen der Kortex. In anderen Areas und Layers sind es wahr-
scheinlich weit weniger ([BS91] Kap. 8).

Betrachtet man die Summe der Reichweiten von Dendritenbaum und
Axon so kann man die Reichweite lokaler Verbindungen auf 5mm beschrin-
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ken.

2.2.3 Excitatorische und inhibitorische Synapsen

Von den Synapsen selbst gibt es zwei Arten. Die sogenannten excitatori-
schen Synapsen regen das postsynaptische Neuron an, dies wird im Modell
durch positive Gewichte ausgedriickt. Im Gegensatz dazu wirken die inhi-
bitorischen Synapsen hemmend und im Modell werden negative Gewichte
verwendet.

Diese zwei Arten kommen allerdings keineswegs zu gleichen Teilen vor.
Inhibitorische Synapsen treten gerne an Zellkorpern auf (d.h. sie wirken
nicht iiber den Dendritenbaum) und machen nur etwa 10% aller Synapsen
aus ([BS91] Kap. 12). Dazu kommt noch dafi die sogenannten Pyrami-
denzellen (Neuronen werden nach dufleren Gesichtspunkten unterteilt. Im
Kortex treten vor allem Pyramidenzellen, Sternzellen und Martinottizellen
auf) nur excitatorische Synapsen zu postsynaptischen Neuronen bilden, ihre
Aktivierung also nur excitatorisch wirkt ([BS91] Kap. 15). Da die iiber-
wiegende Mehrheit der Neuronen im Kortex Pyramidenzellen sind, haben
also die Mehrheit der Rechenelemente nur excitatorische Wirkung (sprich
positive Gewichte zu den Nachfolgern). Des weiteren nimmt man an daf}
nur excitatorische Synapsen lernfihig sind.

2.2.4 Zusammenfassung

Ein biologisch motiviertes Rechenmodell mufy somit einige Einschrinkungen
beachten. Die grundséatzlichsten sind in der folgenden Liste zusammenge-
faBit:

e beschriinkte Neuronendichte (im Kortex < 10 /mm?)
e beschrinktes Fan-in (< 8000)
e beschrinkte Verbindungslinge (im Kortex < 5mm)

Schaltkreise die solchen Bedingungen geniigen werden im Kapitel 4 betrach-
tet. Weitere Einschrdnkungen und Erweiterungen kdnnten so aussehen:

e wenige Verbindungen ohne Beschrinkung der Lange
e nur etwa 10% der Gewichte sind negativ

e viele Neuronen haben nur positive austretende Kanten
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Diese Annahmen wirken sich nur auf die geometrische Struktur des Netzwer-
kes aus. Es wird hier nicht auf die Qualitéit der Neuronen selbst eingegan-
gen. Dazu gibt es eine ganze Anzahl von moglichen Ansatzpunkten auf die
in dieser Arbeit nicht weiter eingegangen wird. Solche Ansatzpunkte wiren
etwa probabilistische Synapsen und damit verbunden Populationskodierung,
spiking neurons oder dynamische Synapsen.
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Kapitel 3

Schaltkreise mit
beschrinktem Fan-in

3.1 Parallele Prifixberechnung bei beschrinktem
Fan-in

Die Berechnung von Prifixprodukten wurde in Bezug auf Addition von
Chandra, Fortune und Lipton angewandt [CFL85]. Diese Ideen sind auch in
([SRK95], Kapitel 5.4) zu finden. Ebenfalls fiir Addition, aber mit logarith-
misch beschrinktem Fan-in. In diesem Kapitel werden diese Ergebnisse auf
konstant beschridnkten Fan-in verallgemeinert und spiter im Kapitel 3.2.2
auf Comparison angewendet.

Man betrachte folgendes Problem. Fiir einen Vektor X = (xg,... , 2, 1)
sollen die Werte von xg, zqg Ax1, 29 Ax1 ATo, 29 Nx1 Axo Ax3,... berechnet
werden. Eine solche Berechnung nennt man eine Prifixberechnung.

Allgemeine Definition: Sei A eine Menge von Elementen mit einer asso-
ziativen bindren Operation ® (z.B. genannte AND-Operation, aber auch OR
oder Paritit). Man habe Gatter die diese Operation auf den Inputvariablen
berechnen kénnen. Bei n Inputs zg, ... ,z,_1 soll ein effizienter Schaltkreis
alle Prafixprodukte zg, 20 ® £1,...,20 ® 21 ® - - - ® £,,_1 berechnen.

Dazu reicht trivialerweise ein Layer von n Gattern und O(n?) Kanten.
Die Anzahl der Kanten kann aber noch stark verbessert werden.

Lemma 3.1.1 (Variation von Lemma 5.3 in [SRK95]) Eine Prifix-
berechnung auf n Variablen kann durch einen Schaltkreis der Tiefe depth =
O(logn/log A) mit size = O((n/A)logn), edges = O(nlogn) und Fan-in
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2 < A < logn durchgefithrt werden. !
O

Fiir die Berechnung der Prifixe der Funktion f wird f zuerst auf be-
stimmten Teilmengen der Inputmenge berechnet. Die Teilmengen (Inter-
valle) haben die Groflen 2,4,8,16 usw. Die Struktur der Intervalle ist auf
Bild 3.1 auf der néchsten Seite fiir 16 Inputs zu sehen. Der dargestellte
Baum dient aber nur dem besseren Verstindnis. Tatsichlich werden alle In-
tervalle parallel berechnet. Fiir ein beliebiges Prifix bendtigt man maximal
ein Intervall aus jeder Schicht das Baumes.

Beweis: Man betrachte die Indizes der Inputs als Menge {0, ...,n—1}. Ein
Intervall I ist eine geordnete Untermenge von aufeinanderfolgenden Indizes
dieser Menge, also I = (i,i+1,...,7). Die Hauptintervalle der Indexmenge
kann man folgendermafien ermitteln. Man baut einen bindren Baum mit
den InputIndizes als Blatter (geordnet von links nach rechts). Die Haupt-
intervalle sind dann die inneren Knoten des Baumes und ein Hauptintervall
enthélt alle Indizes seiner Vorgingerknoten. Dann gibt es O(n) Hauptin-
tervalle mit O(logn) verschieden Groflen n,n/2,n/4,...,1. Um aus den
Hauptintervallen ein Intervall zu bilden das ein beliebiges Prifix der Indizes
umfafit benétigt man von allen Hauptintervallen einer Gréfie maximal eines,
also O(logn) insgesamt.

Im ersten Layer des Schaltkreises werden diese Hauptintervalle berech-
net. Dazu bendtigt man O(n) Gatter (vorlaufig mit unbeschrinktem Fan-
in). Fir die Anzahl der Kanten ist die Grofie des Intervalls wichtig. Wir
summieren die Kanten auf. Dabei wird fiir jede Intervallgréfie die Anzahl
der Kanten fiir ein Intervall mit der Anzahl der Intervalle dieser Gréfie mul-
tipliziert.

logn

edges = Z 0(27)0(;) = O(nlogn).
i=0

Im zweiten Layer werden diese Hauptintervalle zu den Prifixes zusammen-
gesetzt. Dazu bendtigt man ebenfalls O(n) Gatter mit O(nlogn) Kanten.
Nun soll der Fan-in der Gatter beschrinkt werden. Nachdem die Funk-
tion die ein Gatter berechnet assoziativ ist, kann sie auch durch einen A-
Baum dieser Gatter berechnet werden. Dadurch erhoht sich die Tiefe auf

'Bei A > logn gilt: size = O(n)
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O(logn/log A). Die Anzahl der Kanten bleibt in der gleichen Ordnung. Fiir
die Anzahl der Gatter gilt im ersten Layer:

logn
n

size =Y _ O(2 )O(157) = O3 logn)
=0

Dies gilt aber nur fiir A = O(logn), denn es miissen hier jedenfalls n Inter-
valle betrachtet werden, sodafl bei groflerem A gilt: size = O(n).

Da die Gatter des zweiten Layers (berechnen die Prifixe) nur Fan-in logn
haben, wird hier Gatter- und Kantenanzahl in der Ordnung nicht weiter
beeinflufit.

(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15)

(0,1,2,3,4,5,6,7) (8,9,10,11,12,13,14,15)

(0,1,2,3) (45,6,7) (8,9,10,11) (12,13,14,15)

/N /N /N /N
AL NN NN NN

0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

Abbildung 3.1: Hauptintervalle fiir n = 16

Man kann die Kantenkomplexitéit aber noch weiter verbessern, und zwar
auf “fast linear”. Die erzielte Komplexitét ist dann nlog* n, wobei log* eine
extrem schwach ansteigende Funktion ist (siehe dazu Definition 1.2.1 auf
Seite 2).
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Lemma 3.1.2 (Variation von Lemma 5.4 in [SRK95]) Eine Préfix-
berechnung auf n Variablen kann durch einen Schaltkreis der Tiefe depth =
O(logn/log A) mit size = O((n/A)log*n), edges = O(nlog* n) und Fan-in
2 < A < log* n durchgefiihrt werden. 2

Auch dieses Konstruktion arbeitet mit Intervallen, diesmal aber mit lo-
garithmisch grofien. Die Intervalle fiir n = 16 sind in Bild 3.2 zu sehen.

Beweis: Dabei geht man zunéchst dhnlich vor wie beim Beweis von Lemma
3.1.1. Die Intervallgréfien werden jetzt aber logarithmisch als log n, log logn,
logloglogmn, ... gewdhlt. Es gibt also log* n verschiedene Intervallgrofien.
Im ersten Schritt wird auf diese Intervalle die assoziative Funktion berechnet.
Dazu benétigt man O((n/A)log*n) viele Gatter, O(nlog*n) Kanten und
eine Tiefe von maximal (logn/log A). Damit kann man die Prifixprodukte
aber noch nicht effizient berechnen.

Stellt man diese Intervalle wiederum als logarithmischen Baum dar,
sieht man dafi ein Intervall I in logarithmisch viele (= k) Teilinterval-
le Iy,1s,...,I; unterteilt wird. Von diesen wird eine Prifixberechnung
I, ® 15,1y ® I, ® I3, ... durchgefiihrt.

Ein Beispiel: Das Intervall (0, ..., 15) ist unterteilt in Intervalle (0, 1, 2, 3),
(4,5,6,7), (8,9,10,11), und (12,13, 14,15). Dann wird (0, 1,2, 3), (0,1,2,3)®
(4,5,6,7), (0,1,2,3) ® (4,5,6,7) ® (8,9,10,11) usw. berechnet.

Dazu kann man die Schaltkreise aus Lemma 3.1.1 verwenden. Fiir ein In-
tervall I der Grofie s benotigt man dann O((s/Alog s)logs) = O(s/A) Gat-
ter und O((s/log s) log s) = O(s) Kanten bei einer Tiefe von O(log s/ log A).
Die Summe iiber alle Intervalle ergibt eine Gatteranzahl von O((n/A) log* n),
O((nlog* n) Kanten und eine Tiefe von maximal (logn/log A).

Da jetzt jedes Prafixprodukt eine Verkniipfung von maximal (log* n) In-
tervallen der letzten Schicht ist, bleibt auch der letzte Schritt der Berechnung
in den gegebenen Grenzen.

O

Mit dieser Konstruktion hat man ein Kanten und Fan-in-effektives Werk-

zeug zur Berechnung von Prifixprodukten in Schaltkreisen. Viele boolesche

Funktionen wie etwa Addition oder Comparison (siche dazu Abschnitt 3.2.2
auf Seite 25) konnen dadurch effizient implementiert werden.

*Bei A > log* n gilt: size = O(n)
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(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15)

(0,1,2,3) (4,5,6,7) (8,9,10,11) (12,13,14,15)
01 (23 @45 (67 (89  (1011)  (1213) (14,15)

ATATARANATLNATS

9 10 11 12 13 14 15

Abbildung 3.2: Logarithmische Intervalle fiir n = 16

3.2 Fallbeispiel COMPARISON

Dieser Abschnitt beschiftigt sich mit verschiedenen Schaltkreisen zur Be-
rechnung von COMPARISON (Definition siehe 3.2.1). Diese werden vor al-
lem in Hinblick auf beschrinkten Fan-in und diverse VLSI-freundliche Kom-
plexititsmafBe untersucht.

Dabei stiitze ich mich vor allem auf Arbeiten von Valeriu Beiu (siehe dazu
[Bei98]). Ich habe versucht seine Arbeiten zu ergéinzen und erweitern.

Im Abschnitt 3.2.2 auf der nichsten Seite werde ich einige Schaltkreise fiir
COMPARISON anfiihren und analysieren. Darauf folgt eine Diskussion der
Eigenschaften in Hinblick auf VLSI-Komplexitit im Abschnitt 3.2.3 auf Sei-
te 28.

3.2.1 Definitionen und Bemerkungen

Die COMPARISON-Funktion entspricht dem Vergleich zweier natiirlicher
Zahlen (siehe dazu auch Kapitel 1.2.2).

Definition 3.2.1 (COMPARISON)
Sei X = (zg,... ,xp-1) € {0,1}" und Y = (yo,... ,yn—1) € {0,1}".

C,:{0,1}*" = {0,1}
1 fall i ) >
Cn = On(XaY) = { als ZZ:U (xl yz) >0

0 sonst
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Wie leicht aus Definition 3.2.1 zu sehen ist kann man COMPARISON mittels
einem Schwellengatters mit exponentiellen Gewichten berechnen. Es kann
aber nicht mittels Schwellengatter mit polynomiell beschrinkten Gewichten
berechnet werden. Auflerdem gilt COMPARISON ¢ LT,.

Zur Vereinfachung der Notation wird im Folgenden X bzw. Y mit der
durch sie definierten natiirlichen Zahl gleichgesetzt wenn keine Mehrdeutig-
keiten entstehen konnen.

Der folgende Hilfssatz sagt etwas iiber die Struktur der Zahlen aus
wenn X > Y bzw. X <Y ist. Man kann ihn leicht so deuten: Ist X =Y,
dann miissen alle Stellen identisch sein. Ist X > Y so mufl eine Stel-
le z; in X grofler als y; sein und alle hherwertigen Stellen miissen gleich
sein.

Lemma 3.2.1

Co(X,Y)=1 &  {Jo<i<n-1Vicj<n—1: (i > yi) A (25 = y;)]}
V' Vo<i<n—1: (#i = y;)

Der Beweis dazu ist im Anhang A.1 auf Seite 63 zu finden.

3.2.2 Einige Schaltkreise fiir COMPARISON

In diesem Abschnitt stelle ich vier Schaltkreise fiir C,, vor. Die erste Losung
(genannt LNB, Legenstein nach Beiu) stammt von mir und besitzt dhnliche
Eigenschaften wie eine von Beiu, Peperstraete, Vandewalle und Lauwereins
vorgestellte [BPVL93b, BPVL93a], scheint mir aber strukturell einleuchten-
der.

Konstruktion von Legenstein nach Beiu (LNB)

Die Idee der Konstruktion ist, COMPARISON der zwei n-Bit Zahlen X bzw.
Y auf COMPARISON von zwei 2n/A-Bit Zahlen X'Y' zu reduzieren. Der

Schaltkreis ist fiir n = 8 in Abbildung 3.3 auf der néichsten Seite zu sehen.
Fir Z = (Zy,... ,Zp—1) und ein A mit 4 < A < n sei

' ) . n
ZhA (Zz'Aa AN ,Z(H_l)Afl) fir 0<4< Z -1

(Wir nehmen hier zur Vereinfachung der Ausdriicke an dafi n/A ganzzahlig
ist.)
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Lemma 3.2.2

Sei: X' = (Cé(Xoa%’YU:%)’ L ’Cé(X%”ﬁa%’y%”f],%))
2 2
Y = (Ca(YO2,X%3),...,Ca(Y R 12, X3 19))
2 2
Dann gilt: Cp(X,Y) = CQKH(X',Y')

Das Lemma sagt aus dafl man die n Bits von X und Y jeweils in Gruppen
von A/2 Bits aufteilt, auf die erhaltenen 2n/A Zahlenpaare XLA2 yiLAl2
zwei COMPARISON Operationen durchfithrt und das Problem somit auf
COMPARISON von zwei 2n/A Bit Zahlen X' und Y’ reduziert. Im An-
hang A.2 auf Seite 63 ist der Beweis zu finden.

Xo Yo X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Y4 X5 ¥s5  Xg Yo X7 Y7

2n(2p )’ T-Gatter

2n(2/p )’ T-Gatter

2n(2/p )’ T-Gatter

Abbildung 3.3: COMPARISSON, Schaltkreis LNB fiir n = 8. (>) berechnen
Bits von X’, (<) berechnen Bits von Y’.

Die eingeschrinkte COMPARISON-Operation wird nach Definition 3.2.1

mit einem Schwellengatter mit Fan-in A berechnet. Die rekursive Anwen-

dung dieser Reduktion ergibt in der i-ten Schicht zwei Zahlen zu je (_AnT

5 i
Bits. Das ergibt eine Schaltkreistiefe von

log(n) log(n)
depth = : =0|— 3.1
CPELNE log(A) — 1 ( logA ) (3.1)
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Die Gewichte der Gatter im Schaltkreis sind beschrinkt durch 22. Die
Schwelle ist jeweils 0. Fiir die Summe der Gewichte eines Gatters gilt

A—1
3 Jwy| +10] < 27! = 0(2%) (3.2)
=0

Man sieht daf fiir konstantes Fan-in A auch die Gewichte durch eine Kon-
stante beschrinkt sind, bei logarithmischen Fan-in sind sie polynomiell und
bei linearem Fan-in exponentiell.

Betrachten wir nun die Anzahl der benétigten Gatter sizepnp.

A

i
1
In Schicht 4 bendtigt man 2n <—> Gatter
2

depthpN B 1 i
SizZeLNB = g 2n x
2

Mit der Formel

k
. i—1 __ 01— agq
Sk = Zalqz = 17_(1
=1
erhilt man
4(n —1
S’iZGLNB = % = O(%) (33)

Anmerkung:

Bei der Reduktion der Zahlen X und Y muf jeweils Cn(YU’A, XO’A) nicht
berechnet werden, da dieser Wert zur Nachverarbeitung nicht mehr bené-
tigt wird. Ebenso wird dieser Wert bei der Berechnung des Ergebnisses
in der letzten Schicht nicht benotigt. Daher reduziert sich die Groéfie des
Schaltkreises auf

4(n — 1)
A—2

4(n — 1) log(n)
— depth = — :
CPUALNT A -2 log(A) — 1

S1ZELNB =
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Konstruktion von Siu et al.(SRK)

Diese Konstruktion wurde von Siu et al. in [SRK91] vorgeschlagen. Es
handelt sich um einen AND-OR Schaltkreis der die Eigenschaften von Com-
parison (Lemma 3.2.1 auf Seite 22) ausniitzt.

Nach Lemma 3.2.1 kann man Comparison rekursiv berechnen:

Ci(X,Y) =z Vy
Cu(X,Y) = (2 A ) (@0 V ) A Crr (X,Y)]

Nun kann man folgende booleschen Ausdriicke definieren und damit den
Schaltkreis angeben:

n—1
By = /\ (z; V gj)
7=0
n—1
Bp=(zp Agi) AL N\ (2 vy} fiir 1<k<n-—2
j=k+1

n—2
C, = (xnfl A an) \ \/ By,
k=0

Der Schaltkreis sieht folgendermafien aus:

1. Layer: n—1 AND-Gatter berechnen (z;Ay;) und n OR-Gatter berechnen
(i V i)

2. Layer: n — 1 AND-Gatter berechnen By,

3. Layer: Ein OR-Gatter berechnet das Resultat C,

Wie leicht zu sehen ist hat dieser Schaltkreis folgende Eigenschaften:

sizespx = 3n —1=0(n) depthsrk = 3
Fanlngrx <n
w; ;= +1 0<n

Modifikation der Konstruktion von Siu et al.(LEG)

In Bezug auf Schaltkreistiefe ist die Konstruktion von SRK bei polynomieller
Grofle mit AND/OR-Gattern optimal (siehe [SRK95], Theorem 5.5). Man
sieht jedoch dafl die Berechnung der By ineffizient ist.
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p }
v V) A V) A O A) 2n-1 AND/OR
Fl=2
Bo(n B,(n Bo(n) ... G B, n-1 AND
Fl=2..n
& C, 1 OR
Fl =n-1

Abbildung 3.4: COMPARISSON, Schaltkreis SRK

Die laufenden AND-Verkniipfungen {/\7;;;(7'] V) fir 0 <k <n-—2
konnen mittels paralleler Prafixberechnung (siehe Abschnitt 3.1 auf Seite 17)
berechnet werden. Eine weitere Schicht von AND-Gattern mit Fanln = 2
kann aus diesen Prifixen und (xj A yi) die By berechnen. Dabei kann
auch im Sinne einer VLSI-Implementation der Fan-in der Gatter beschrinkt
werden. Das OR-Gatter des Outputs kann man ebenfalls leicht als OR-
Baum implementieren.
Damit hat der resultierende Schaltkreis folgende Eigenschaften:

 log* n
sizeppa = O(n + i (E ﬂ) edgesppc = O(nlog* n)
logn
depthrppa = O(l(())ggz) FanInppa < A
11)7;’]‘ ==+1 © S A

Konstruktion von Roychowdhury et al. (ROS)

Zur Vollstindigkeit sei noch eine Idee von V.P. Roychowdhury, A. Orlitsky
und K.-Y. Siu angefiihrt [ROS94]. Sie behandeln COMPARISON mithilfe
von allgemeinsymmetrischen Funktionen (asF, siehe dazu Definition 3.3.2
auf Seite 44). Bei der Konstruktion wurde darauf geachtet, dafl die Gewichte
der Schwellengatter polynomiell beschrinkt sind, und daher asF berechnen.
Aus dieser Intention wird die Konstruktion schnell klar. Man bekommt
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\Q& %% - ;%@
Fl=2

O((njp ) log*n) AND
depth =log n/logA

Prefixberechnung, B, . .. B,

O(n/a) OR
OR-Baum depth =log n/ logA

C,

Abbildung 3.5: COMPARISSON, Schaltkreis LEG

einen Schaltkreis fiir COMPARISON in optimaler Gréfie O(n/logn) (bei
Verwendung von asF).

Der Aufbau des Schaltkreises ist sehr #hnlich zu den bereits besproche-
nen. Im ersten Layer werden COMPARISONS von jeweils log n Variablen
durchgefiihrt, ihnlich wie bei LNB. Im ersten Layer wird fiir m = [logn|+1
C; = X" > Y»™ ynd C~'i = X»™ > V"™ mittels T-Gattern berechnet. So-
mit hat der erste Layer 2[n/m] — 1 TGatter mit Fan-in 2m. Im 2. Layer
hat man [n/m]| —1 AND-Gatter mit Fanln =2,3,...,[n/m]|

[n/m]
Bi= A ¢
j=1
[n/m]
Bk:Ck/\( /\ C]) k>2
J=k+1

Ein Gatter im dritter Layer verbindet wiederum diese Ergebnisse zu:
[n/m]
Cn(X,Y) = \/ By,
k=1
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2(n/m)-1 TGatter
Fl=2logn

(n/m)-1 AND
FIl =2...(n/m)

1 OR
Fl =n/m

Abbildung 3.6: COMPARISSON, Schaltkreis ROS

Damit gelten folgende Schranken fiir den Schaltkreis:
n

SZ.ZE’R()S' == 3[m-| —1 depthR()S =3
Fan]nROS S [m] Wi, j, ® S 2“0g7ﬂ

Es wurden vier Méglichkeiten beschrieben, COMPARISON zu berechnen.

Kurze Diskussion

Alle angegebenen Losungen haben polynomiell beschrinkte Gewichte oder
sind mit AND-OR Schaltkreisen realisierbar. Die Losungen LNB und LEG
haben beschrinkten Fan-in bei logarithmischer Tiefe. SRK und ROS haben
konstante Tiefe 3. Dabei ist ROS sizeoptimal. Bei geniigend grofiem A hat
LNB noch bessere size, hat dann aber superpolynomionelle Gewichte.

Im folgenden Kapitel werden die Schaltkreise auf VLSI-Komplexitit un-
tersucht. Es zeigt sich daf§ die Schaltkreise mit beschrinktem Fan-in durch-
wegs besser abschneiden.

3.2.3 COMPARISON und VLSI
Kantenkomplexitét

Die Kantenkomplexitit gibt an, wieviele Kanten in einem Schaltkreis auf-
treten. Am Chip ist die Anzahl der Verbindungen zwischen den Neuronen

28



besonders kritisch (siehe auch Abschnitt 2.1.1). Viele Verbindungen sind
nur schwer zu implementieren. Eine geringe, lokale Kommunikation zwi-
schen den Gattern ist fiir ein Layout anzustreben. Unter bestimmten Be-
dingungen kann mit der Kantenkomplexitit der Platzverbrauch am Chip
gut abgeschitzt werden. Etwa bei analogen Schaltkreisen mit konstantem
Platzverbrauch der Gewichte.

Die Kantenkomplexitit edges kann auch einfach iiber die Summe der
Fan-ins der Gatter berechnet werden. edges = )y Fanln
Fiir die Kantenkomplexitit ergeben sich folgende Abschitzungen:

edgesi,ng = O(n) (3.4)
edgesspx = O(n?) (3.5)
edgesppc = O(nlog* n) (3.6)
2
n
edge: =0|—— 3.7
€ageSROS (IOgQ n) (3.7)

Beweis: Die Losung von LNB hat O(n/A) Gatter mit Fan —in < A.
Das ergibt insgesamt O(n) Kanten.

Die Losung von SRK hat im ersten Layer 2n Gatter mit Fan-in 2. Im
kritischen 2. Layer gibt es n — 1 Gatter mit Fan —in = 2,3,...,n. Also
insgesamt O(n?) Kanten. Der 3. Layer hat nur noch ein Gatter mit Fan —
m=mn—1.

Die Kantenanzahl fiir LEG wurde bereits in der Konstruktion angegeben.
Bei der Konstruktion von ROS ist ebenfalls der 2. Layer kritisch. Dort
gibt es O(n/logn) Gatter mit Fan —in = 2,3,--- = (n/logn). Dies fithrt
zur angegebenen Kantenkomplexitdt. Wie leicht zu sehen ist wird diese
Kompexitidt im 1. und 3. Layer nicht iiberschritten.

Kurze Diskussion

Die Losung LNB hat also die beste Komplexitit in diesem Fall. Dies ist of-
fensichtlich auch optimal, denn schliefSlich muf} jeder Input mit dem Output
verbunden sein, was zu edges(C,,) = Q(n) fithrt. Mit der Prifixberechnung
konnte die Kantenkomplexitit von SRK von O(n?) auf O(nlog* n) gedriickt
werden. Eine deutliche Verbesserung. Der Unterschied zu LNB ist nur mi-
nimal (“fast” konstant). Man darf aber nicht vergessen, daff LEG gar keine
Threshold-Gatter benotigt, sondern mit AND/OR-Gattern implementiert
werden kann. Dies ist ein entscheidender Vorteil.
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Gewichtssummenkomplexitéit

Die Gewichtssumme eines Netzwerks (weightsum) ist die Summe iiber die
Betrige aller Gewichte und Thresholds in den Gattern desselben:

weightsum = Z (Z \w;| + |(-)|> (3.8)
NN i

In der Realisierung von Netzwerken kommt der Speicherung der Gewichte
eine bedeutende Rolle zu. Dabei ist nicht nur wichtig dafl das Maximum
der Gewichte klein ist, exponentielle Gewichte sind fiir grofles n kaum noch
zu realisieren, sondern auch die Summe der Gewichte soll klein gehalten
werden.

Fiir AND/OR-Schaltkreise macht dieses Mafl wenig Sinn. Wir fiihren es
trotzdem ein und denken uns dabei die AND /OR-Gatter als Thresholdgatter
implementiert. Das T-Gatter hat dann Gewichte von +1 (je nachdem ob die
Variable negiert oder nicht negiert auftritt), und der Threshold ist kleiner
gleich dem Fan-in des Gatters. Es ist leicht zu zeigen daf} ein T-Gatter mit
solchen Gewichten sowohl AND- also auch OR-Funktionen berechnen kann.

Zur Abschiatzung der Gewichtskomplexitdt solcher Schaltkreise ist fol-
gender Hilfssatz hilfreich:

Lemma 3.2.3 Sei S ein AND/OR-Schaltkreis mit einer Kantenkomplexitét
edges(S). Dann gilt: weightsum(S) < 2edges(S)

Der Ausgangspunkt des Beweises ist, dafl pro Kante nur ein Gewicht vom
Betrag 1 benttigt wird, und ebenso pro Kante die Thresholdsumme um
maximal 1 erhéht wird.

Beweis: Man betrachte die Gatter g; im Netzwerk (1 < i < size(S5))
mit Fan-in Fanln;. Es gilt: Zfl:zle(s) Fanln; = edges(S). Fiir jedes Gat-
ter g; ist die Gewichts- und Thresholdsumme weightsum(g;) < 2FanlIn;.
Aufsummiert auf alle Gatter folgt die Behauptung.

O

Alle diskutierten Schaltkreise haben polynomielle Gewichte (LNB hat

polynomielle Gewichte fiir A = O(logn) ). Trotzdem zeigt sich, daff auch in

dieserm Komplexitdtsmodell grofle Unterschiede zwischen den Schaltkreisen
auftreten.
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Die Gewichtssummenkomplexitit der besprochenen Schaltkreise betragt:

. n_Aa
wetgntsumiLNg = O(ZQ 2 )
n?)

nlog* n)

weightsumgrkg = O(
O(

weightsumppg =

n2
wetghtsumpos = O( )
logn
Beweis: Fiir die Konstruktion von LNB: Nach Formel 3.2 auf SeiteA24
hat jedes Gatter im Schaltkreis eine Gewichts-Thresholdsumme von O 2% ).

Die Anzahl der Gatter im Netzwerk ist O(n/A). Das ergibt eine Gewichts-
summe iiber alle Gatter von O(%Q%)

Fiir die Konstruktion von SRK: Der Schaltkreis hat O(n?) Kanten. Aus
Lemma 3.2.3 auf der vorherigen Seite ergibt sich ebenfalls eine Gewichts-
summe von O(n?).

Fiir die Konstruktion von LEG: Auch diese Konstruktion ist ein AND-OR
Schaltkreis. Diesmal mit Kantenkonmplexitit von O(nlog*n). Aus Lemma
3.2.3 folgt, daB8 die Gewichtssumme in der selben Ordnung bleibt.

Fiir die Konstruktion von ROS: Im 1. Layer haben O(n/logn) T-Gatter
jeweils eine Gewichtssumme von O(n). Das ergibt in Summe weightsum =
O(n?/logn). Die restlichen Layers sind ein AND-OR Schaltkreis mit Kan-
tenkomplexitit edges = O(n?/log?n). Nach Lemma 3.2.3 verbleibt die
Gesamtkomplexitiit des Schaltkreises bei weightsum = O(n?/logn).

Kurze Diskussion

Wiederum erzielen LNB und LEG die besten Ergebnisse. Freilich darf bei
LNB der Fan-in nicht zu groff werden, denn die Gewichtssummenkomplexitét
steigt bei dieser Konstruktion exponentiell mit diesem. So wiirde man etwa
mit logarithmischen Fan-in etwa in den Bereich von ROS kommen. Bei
FanlIn = n haben wir den Extremfall dafl nur noch ein Gatter da ist, das auf
die gewohnte Weise COMPARISON berechnet, natiirlich mit exponentiellen
Gewichten. Bei konstantem A allerdings ist diese Konstruktion zumindest
von der Ordnung her mit weightsum = O(n) nicht zu schlagen.

Aber es zeigen sich auch Vorteile von LEG. Diese Verbesserung von SRK
ist in der Gewichtssummenkomplexitdt vom Fan-in unabhingig. Es wer-
den eben nur AND/OR-Gatter benotigt, und das schligt sich hier nieder.
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Waihrend man bei LNB also moglichst kleinen Fan-in sucht, kann dieser
hier beliebig groff gewihlt werden, je nach Hardwareanforderung. Wenn n
in nicht allzu kleinen Grenzen gehalten wird, wird der multiplikative Faktor
von log* n bei LEG durch den A-abhéngigen Faktor bei LNB aufgewogen.

Delay nach Eingangskapazitit

Die Berechnungszeit(delay) eines Schaltkreises wird in der Theorie meist
durch die Schaltkreistiefe abgeschétzt. Wenn man davon ausgeht daff in
jedem Layer die Eingangskapazitit die Verzogerung eines Gatters bestimmt,
so ergibt sich das delay in jedem Layer durch das Gatter mit dem grofiten
Fan-in im Layer.

Das Fldelay wird dann berechnet, indem man fiir jeden Layer den ma-
ximalen Fan-in bestimmt, und diese aufsummiert.

depth(S)

Fldelay(S) = Z maximaler Fan-in in Layer ¢ von S (3.9)
i=1

Mit dieser Schétzung ergibt sich das delay der Schaltkreise zu

Al
Fldelayrng = ( o 0g77>
Fldelaysrx = O(n)

Al
Fldelayrpg = ( 0g77>

Fldelayros = O( )
logn

Beweis: Da der Fan-in bei LNB und LEG durch A beschrinkt ist, ergibt
sich die Summe iiber die Layer automatisch als Adepth, was zu den Ergeb-
nissen fiihrt.

Bei SRK besitzen sowohl Layer zwei als auch Layer drei linearen Fan-in.
Der erste Layer hat konstanten Fan-in von zwei. Demnach gilt in diesem
Fall fiir das delay Fldelaysrx = O(n).

Bei ROS hat der erste Layer Fan-in von O(logn). Der zweite Layer hat
Fan-in von 2,3,...,0(n/logn). Der maximale Fan-in bestimmt das delay
des zweiten Layers. Der dritte Layer besteht aus einem Gatter mit Fan-in
O(n/logn). Daraus folgt die Behauptung.
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Lokalitidtsbetrachtungen

Fiir das Chiplayout ist auch die Lokalitit der Gatterfunktionen von Bedeu-
tung. Eine optimale Strategie wire etwa eine baumartige Berechnung bei
der nur Ergebnisse von lokal leicht zuginglichen Vorgéingergattern in einem
Gatter benotigt werden. Eine solche Berechnung ist durch einen planaren
Graphen darstellbar und somit kreuzungsfrei. Als grobes Maf fiir Lokalitét
kann die Anzahl der Kreuzungen im Berechnungsgraphen verwendet werden.

Der Umkreis aus dem ein Gatter seine Inputwerte bezieht und die sum-
mierte Wirelength ist auch eine Betrachtung wert. Diese Mafle sind aller-
dings nur schwer anzugeben, da hier die geometrische Anordnung der Gatter
eine bedeutende Rolle spielt. Ich gehe hier davon aus, daf sich die Inputs
des Schaltkreises auf einer Seite des Chips befinden und dafl der Schaltkreis
in gewohnter Manier gelayert abgebildet wird. Betrachtet man aber z.B.
ein Gatter, das Verbindungen zu n Inputs besitzt, und berechnet man die
maximale Wirelength zum Gatter, so kommt man bei angegebenen Voraus-
setzungen zu n/2. Wiirde man die Inputs im Kreis anordnen und das Gatter
in den Mittelpunkt setzen, so wére die maximale Wirelength nur noch .

Um die folgenden Berechnungen nicht unnétig zu verkomplizieren, neh-
me ich im Folgenden nicht die exakten Werte der zuvor berechneten Groflen.
Im Endeffekt interessieren mich nur die Ordnungen der Ergebnisse, sodaf
ich z.B. size oder edges auf deren wesentlichen Teil beschrinke, d.h. Kon-
stanten meist weglasse. Die sich dadurch ergebenden Zwischenergebnisse
sind natiirlich nicht exakt.

Betrachten wir die Kreuzungen(crossings) der Schaltkreise, so kommen
wir zu folgenden Ergebnissen:

crossingspynpg = O(nA)
crossingssprx = O(n")
crossingsypa = O(n?(log*n)?)
. n'
CTOSSINGSROS = O(—4)
log®n

Beweis: Der Schaltkreis von LNB ist eindeutig der lokalste. Dieser Schalt-
kreis hat fiir kleines A eine sehr bauméhnliche Struktur. Werden die Bits
von X und Y alternierend angeboten (d.h. zg, yo, 1,91, T2, s Tn—1,Yn—1);
so ergeben sich lokale Kreuzungen nur zwischen jeweils zwei Knoten. Da die
Bits fiir den nichsten Layer X' und Y’ somit ebenfalls alternierend berech-
net werden, ist diese Voraussetzung auf dem ganzen Schaltkreis erfiillt. Die
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Abbildung 3.7: “Knoten” im Schaltkreis LNB fir A =4

einzigen Unregelméfligkeiten ergeben sich dadurch, daf fiir Untergruppen
A= X582 ynd B = Y52/2 jeweils A > B und A < B berechnet werden
mufl. Betrachtet man diese zwei Funktionen als lokale Operation und weist
ihnen einen Knoten im Berechnungsgraphen zu (siehe Abbildung 3.7), so ist
der Berechungsgraph ein kreuzungsfreier Baum. Die crossings des Schalt-
kreises ergeben sich also als crossings in einem solchen Knoten summiert
iiber alle Knoten. Die Anzahl der Kreuzungen in diesem lokalen Knoten ist
dann:

A—1
CroSSINgSnode = E 1=

=1

A(AQ— D _ oa2)

Da fiir jeden solchen Knoten zwei Gatter verwendet werden, ergibt sich nach
Formel 3.3 auf Seite 24

. S1ZeLNB .
CrOSSINGSINB = ——— CT0S8iNgSnode
~2(n—1)A(A—-1)
A2 2
= 0(nA)

Bei SRK ist der erste Layer sehr lokal. Es werden nur Funktionen von
zwei Inputs berechnet, wobei jeder Input nur zwei mal benétigt wird. Bei
alternierender Anordnung der Inputs (wie bei LNB) hat man hier weniger
als 2n Kreuzungen. Es gibt allerdings sehr viele Kanten zwischen erstem
und zweitem Layer.

Man betrachte ein B;. Wie viele Kanten von Gattern B; mit j < k
(davon gibt es k) schneiden die Kanten von By 7 Das Gatter By, selbst hat
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n — k Inputkanten. Wir stellen uns den Schaltkreis so vor: Die B; sind von
links nach rechts aufsteigend sortiert. Ebenso sind die Gatter des ersten
Layers aufsteigend sortiert (siehe Abbildung 3.8 auf der nichsten Seite).
Jedes B; hat eine Kante zu jedem der n — k — 1 nachfolgenden (z; V ;).
Daher wird die linkeste Kante von By k(n — k — 1) mal geschnitten, die
nichste k(n — k — 2) mal usw.. Fiir ein Gatter ergibt sich somit folgende
Anzahl von crossings(a =n — k) :

n—k et
Crossingsy = g kE(n—k—1) =k E a—i
i=1 i=1

a—1
—1
k> i= kLQQ )
=1

Dies iiber alle B; summiert fithrt nach einigen Berechnungen zu

n—1 . .
—)(n—i-1
CroSSiNgsSRK = 7(n 7’)(7; i—1)
=0
1 n
) i(n—i)(n—1i—1)
i=1
Lo 4 3 2
- ﬂ(” —2n” —n® 4 2n)
= 0(n")

Im dritten Layer(eine OR-Verkniipfung) gibt es keine Kreuzungen.
Betrachten wir nun die crossings bei ROS. Dieser Schaltkreis ist im
ersten Layer strukturell gleich aufgebaut wie der von LNB mit A = O(logn).
Berechnet man C; und C; im Layer alternierend und betrachtet C; und C; als
einen Knoten , so gibt es wiederum nur Kreuzungen innerhalb der Knoten.
FEin solcher Knoten hat dann folgende crossings:
] B (log )1 . logn(logn — 1)
Crossingsnode = Z i = 5

i=1

= O(log?n)

Und aufsummiert auf alle O(n/logn) Knoten des ersten Layers ergibt sich

. n logn(logn —1)
CroSSINgSLayerl =

logn 2
= O(nlogn)
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Wirklich aufwendig ist allerdings der zweite Layer, der strukturell gleich
ist wie bei SRK, also sehr dhnlich einer Prifixberechnung, nur diesmal mit
n/logn Inputs statt mit n. Die Ergebnisse von SRK kann man also iiber-
nehmen, wobei jeweils n durch n/logn zu substituieren ist. Da es im dritten
Layer wiederum keine Kanteniiberkreuzungen gibt, ergibt sich die Anzahl
der crossings zu

CTOSSINGSROS = CTOSSINGSLayer] + CTOSSINGS Layer2
4

B O(loz4n)

Die Berechnung der crossings bei LEG stellt etwas aufwendig dar. Dies
vor allem wegen der strukturell aufwendigen Prifixberechnung. Es gibt je-
doch eine einfache Moglichkeit, die crossings nach oben abzuschitzen. Nach
einfachen geometrischen Gesetzen kénnen sich n Geraden nur O(n?) mal
schneiden. Da es in LEG nach Formel 3.6 auf Seite 29 O(nlog*n) Kanten
gibt, sind die crossings beschrinkt durch

crossingsypa = O(n?(log* n)?)

Abbildung 3.8: Kreuzungen im Schaltkreis SRK

Kurze Diskussion

Dafi LNB sehr lokal ist, driickt sich in den sehr wenigen crossings aus.
LNB ist hier eindeutig der beste Schaltkreis. SRK und ROS haben durch
den aufwendigen zweiten Layer, der nicht effizient implementiert ist, sehr
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LNB SRK LEG ROS
depth o(iEr) |3 o)
size 0(%) O(n) O(n+m%n) | 0(2;)
max. Fan-in A n A logn
max. Gewicht | 22 1 (AND/OR) | 1 (AND/OR) | n
edges O(n) O(n?) O(nlog*n) O (10’§n>
weightsum O (%2%> O(n?) O(nlog* n) O (lon;n)
Fldelay 05282 | O(n) O 5iesr) 0(;)
crossings O(nA) O(n*) O(n?%(log*n)?) O(log:n>

Tabelle 3.1: Verschiedene Schaltkreiskomplexititen fiir COMPARISON

schlechte Lokalititseigenschaften. Hier hat man jeweils edges? viele Kreu-
zungen, was die schlechteste Komplexitét in diesem Bereich darstellt. Auch
LEG hat mit edges? Kreuzungen eine schlechte Komplexitiit, da es aber we-
nige Kanten gibt, ist LEG auch hier den genannten Schaltkreisen iiberlegen.
Allerdings schneidet LEG im Vergleich zu LNB diesmal ungewohnt schlecht
ab. Die Préfixberechnung mittels Intervallen ist eben nicht lokal(siehe Ka-
pitel 3.1 auf Seite 17).

3.2.4 Konklusionen

Eine Zusammenstellung der erzielten Ergebnisse ist in der Tabelle 3.2.4 zu

sehen.

Depth-optimale Schaltkreise sind nur mit unbeschrinktem Fan-in erziel-

bar.

Es ist noch keine explizite Funktion bekannt, dessen Tiefe grofler als

3 sein miifite. Konstantes Fan-in impliziert aber mindestens logarithmische

Tiefe und lineare size.

So haben die zwei Schaltkreise mit linearem Fan-

in, SRK und ROS, konstante Tiefe. ROS hat optimale sublineare Grifie,

ebenfalls bei konstantem Fan-in nicht erreichbar.

Nun sind diese Mafle aber nicht sehr aussagekréftig wenn es um Reali-
sierungen solcher Schaltkreise geht, und es ist interessant zu sehen wie sich
eine Einbufle in der Tiefe durch Vorteile in allen hier besprochenen VLSI-
freundlichen Komplexititsmaflen auswirkt. Wenn man die Tiefe nicht als
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Maf}stab fiir das delay heranzieht (was durchaus realistisch ist), so erge-
ben sich eigentlich keine Vorteile von Tiefenoptimalen Schaltkreisen. Ein
Schaltkreis mit konstantem Fan-in und logarithmischer Tiefe hat immer nur
ein logarithmisches FIdelay, bei einem Schaltkreis mit maximalem Fan-in
f(n) ist das Fldelay zumindest f(n). Bei den Leitungslingen zeigen sich
iibrigens auch Nachteile von unbeschrinkten Fan-in. Uber Umwege, denn
ausschlaggebend ist hier die Lokalitdt. Ein Gatter mit groflem Fan-in muf
seine Inputs auch von entfernten Neuronen beziehen, was die Leitungslinge
erhoht. Natiirlich handelt es sich hierbei meist um konstante Faktoren, da
ja ohnehin alle Inputs zu dem Outputgatter gefithrt werden miissen.

Das Untersuchen von Schaltungen mit beschrinktem Fan-in macht je-
denfalls Sinn. Nicht nur da in VLSI Grenzen an das Fan-in vorgegeben
sind. Man kann erwarten, die Konnektivitit zu verringern, und weiters die
Lokalitdt zu erhohen. Dies zeigt sich bei den Abschidtzungen der edges
und crossings. Bei letzterer Komplexitit sind grofie Unterschiede auffal-
lend. Beiu hat bei einem dhnlich wie LNB strukturierten Schaltkreis den
optimalen Fan-in im AT2-Ma$ approximiert, wobei er A = weightsum und
T = depth setzte ([Bei97]). Er kam auf kleinen konstanten Fan-in (6-9) als
Optimum. Ich wiirde nicht so weit gehen. Immerhin hingt bei weightsum
die Area exponentiell vom Fan-in ab, kleine optimale Werte waren also zu er-
warten. Vielmehr scheint dieser Schaltkreis sehr gut geeignet zu sein um den
Fan-in auf die Anspriiche der Implementierung anzupassen. Beriicksichtigt
man, dafl AND/OR-Schaltkreise einfacher und billiger zu implementieren
sind, so stellt auch LEG eine Alternative dar.

Natiirlich bietet nicht jede Funktion so gute Struktureigenschaften wie
COMPARISON um gut lokal implementiert zu werden. Das néichste Kapitel
aber zeigt, wie man auch eine relativ komplexe Funktion, die Summe von n
N-Bit Zahlen, sehr gut mit lokalen Operationen berechnen kann.

Abschlieflend kénnen folgende Konklusionen gezogen werden:

e VLSI-Optimalitit entspricht nicht der iiblichen size- bzw. depth-Opti-
malitét.

e Beim Entwurf von VLSI-optimalen Schaltkreisen ist der Fan-in ein
wichtiger Faktor.

e Fiir COMPARISON gibt es fiir verschiedene Komplexitiatsmafle (size,
depth, edges)) bei beschranktem Fan-in optimale Losungen.
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Die angesprochene Lokalitit von Schaltkreisen wére eine weitere Be-
trachtung wert.

3.3 Funktionsklassen und beschranktes Fan-in

Die Menge der booleschen Funktionen kann man in verschiedene Funkti-
onsklassen unterteilen. Speziell fiir Schwellenschaltkreise kann man aus der
Kenntnis der Klasse Schaltkreise fiir jede Funktion in der Klasse nach ei-
nem einheitlichen Schema entwerfen. Die einfachste Klasse ist die der linea-
ren Schwellenfunktionen (linear separierbare Funktionen). Weitere Klassen
sind die symmetrischen und die allgemeinsymmetrischen Funktionen (sym-
metric bzw. generalized symmetric functions). Schwellenfunktionen lassen
sich natiirlich mit einem Schwellengatter berechnen. Dieser Abschnitt will
Schaltkreise mit beschranktem Fan-in Funktionen solcher Klassen berech-
nen.

3.3.1 Berechnung von Schwellenfunktionen

Ubliche Schwellenschaltkreise bestehen aus Gattern mit unbeschrinktem
Fan-in. Das Ziel dieses Kapitels ist es, dquivalente Schaltkreise mit be-
schrinktem Fan-in anzugeben. Dazu ist es notig, die Schwellengatter durch
Netzwerke von Gattern mit beschrinktem Fan-in zu ersetzen. Im Folgenden
wird ein solches Netzwerk angegeben.

Ein Schwellengatter g berechnet eine Funktion f(x1,...,%,) auf seinen
Inputs xq,...,2,

f:4{0,1}" = {0,1}

1 fall n >0
e ) = { alls Y w; >
0 sonst

Man sieht daf} eine Strategie zur Berechnung der linearen Schwellenfunk-
tion wire, die Summe der gewichteten Inputs zu berechnen. Dies entspricht
einer Addition von n Ganzzahlen, deren Grifie durch die w; bestimmt wird.
Dann ist es einfach, einen Schaltkreis fiir COMPARISON aus dem Abschnitt
3.2.2 so zu verdndern, daf} er die Summe mit © vergleicht. Man nimmt dazu
etwa die Konstruktion von LNB, ersetzt Y durch die bindre Représentation
von © und nimmt die sich dadurch ergebenden konstanten Werte in den
Schwellengattern in die Schwelle auf.

Im Folgenden beschrinken wir uns darauf, die Summe von n N-Bit Ganz-
zahlen durch Schwellengatter mit FanlIn < m zu berechnen. Dabei gibt N
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die Grofle der bindren Reprisentation des maximalen Gewichtes der linearen
Schwellenfunktion an.

Dazu bendtigen wir zuerst ein paar Hilfssétze, die es uns erlauben die
Anzahl der zu summierenden Zahlen auf zwei zu reduzieren und dann zu
addieren. Zur Vereinfachung der Notation definieren wir eine Funktion
Falm) = Q*d/le“/(Qd*l)\/m

Lemma 3.3.1 sagt aus, da} man zwei n-Bit Ganzzahlen effizient addieren
kann. Der Schaltkreis mit unbeschrinktem Fan-in und konstanter Tiefe
stammt aus [CFL85] und wurde in ([SRK95], Theorem 5.9) auf beschrinkten
Fan-in erweitert. Die Autoren haben bei diesem Schaltkreis die Stiarken der
parallelen Préfixberechnung (siehe Abschnitt 3.1 auf Seite 17) ausgeniitzt.
Der Beweis wird hier nicht angegeben.

Lemma 3.3.1 (Theorem 5.9 in [SRK95]) Die Summe zweier n-Bit
Ganzzahlen kann mittels AND/OR Schaltkreis der Tiefe O(logn/logm),
Kantenkomplexitit O(n(log* n)?) und FanIn < m berechnet werden.

Das folgende Lemma gibt uns die Moglichkeit, die Summe von m Inputbits
effizient zu berechnen. Es wird spéter im Beweis zu Lemma 3.3.3 verwendet
(Der Beweis ist im Anhang zu finden). Das Lemma ist ein Spezialfall eines
Ergebnisses von Beame, Brisson und Ladner in [BBL92].

Lemma 3.3.2 (Spezialfall in [BBL92]) Die logm-Bit Summe )", z;
von m Inputs (z1,...,2,;,) kann durch einen Schwellenschaltkreis der Tie-
fe 7d mit Kantenkompexitit O(2-49/2m!+1/2"~1) /logm) und Fan-in be-
schrankt durch m fiir jede Konstante d > 0 berechnet werden.

Lemma 3.3.3 beniitzt ein Block partitions Argument um die Summe von
log m Zahlen auf die Summe von nur zwei Zahlen zu reduzieren. Diese zwei
Zahlen konnen dann addiert werden. Das angegebene Lemma wurde aus
dem Beweis von Lemma 5.8 in [SRK95] extrahiert und etwas variiert. Da
doch einige Schritte angepafit wurden, ist der Beweis in Anhang A.3 auf
Seite 64 zu finden.

Lemma 3.3.3 Die Summe von logm O(N)-Bit Ganzzahlen kann mittels
Schwellenschaltkreis auf die Summe von zwei O(N + log m)-Bit Ganzzahlen
reduziert werden. Der Schaltkreis hat bei einem konstantem d > 0 eine Tiefe
von 7d, O(N f4(log?m)) Kanten und Fanln < log? m.

Das folgende Lemma ist ein weiteres Design fiir die Reduktion von Sum-
manden. Es ist aus [SRK95] entnommen und dort als Lemma 5.7 zu finden.
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Lemma 3.3.4 (Lemma 5.7 in [SRK95]) Gegeben seien m N-Bit Ganz-
zahlen. Die Summe der Zahlen kann reduziert werden auf eine Summe von
logm (N + log m)-Bit Ganzzahlen. Dabei ben6tigt man bei einem konstan-
ten d > 0 einen Schwellenschaltkreis der Tiefe 7d mit Kantenkomplexitét

O(N2~/2p1+1/2" 1) /logm) und Fanln < m.

Die vorangegangenen Lemmas stellen schon einige Hilfsmittel zur Ver-
fligung. Nun mufl man diese Hilfsmittel nur noch richtig anwenden, um zum
gewunschten Ergebnis zu gelangen. Lemma 3.3.5 gibt uns das Instrument
zur Berechnung der gewichteten Summe der linearen Schwellenfunktion.

Lemma 3.3.5 Die Summe von n N-Bit Ganzzahlen mit N = Q(logn)
kann bei konstantem d > 0 durch einen Schwellenschaltkreis mit der Tiefe
O(dlog n/ log m) mit Kantenkomplexitit O(nN2~%/2m!/' =1 /logm) und
FanIn < m berechnet werden.

Der Beweis des Lemmas erfolgt konstruktiv. Die Konstruktion unter-
teilt sich in vier Schritte. Im ersten Schritt wird die Summe der n N-Bit
Zahlen auf eine Summe von nlogm/m (N + logm)-Bit Zahlen reduziert.
Dies erfolgt durch Anwendung von Lemma 3.3.4. Im zweiten Schritt wird
Lemma 3.3.4 weiter iteriert angewendet bis man eine Summe von weniger
als logm O(n)-Bit Zahlen erhilt. In einem dritten Schritt kann durch Lem-
ma 3.3.3 diese Summe nochmals auf eine Summe von zwei O(N)-Bit Zahlen
reduziert werden. Ein letzter Schritt addiert diese zwei Zahlen letztendlich.
Die Struktur der Reduktionen ist in Abbildung 3.3.1 auf der néichsten Seite
zu sehen.

Beweis:
Gegeben sei die binidre Reprisentation Xi,..., X,, der N-Bit Ganzzahlen.

Schritt 1: Wir unterteilen die n Zahlen in n/m Gruppen zu je m Zahlen.
Dann wenden wir die Reduktion von Lemma 3.3.4 parallel fiir jede
Gruppe an. Nach der Reduktion sind in jeder Gruppe logm Zahlen
zu je N + logm Bits. Dieser Schritt bendtigt fiir jede Gruppe einen
Schaltkreis der Tiefe 7d mit Kantenkomplexitit O(N fy(m)). Da es
n/m Gruppen gibt, verbleiben nach diesem Schritt nlogm/m Ganz-
zahlen, und insgesamt benétigt man O(nN fy(m)) Kanten.

Schritt 2: Jetzt wenden wir Schritt 1 solange an, bis wir nur noch weni-
ger als m Ganzzahlen zu summieren haben. Wir sehen dafl in der
k-ten Anwendung O(n(log® m)/m*) Zahlen zu maximal (N + klogm)
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Xi,..., X, (N) Bits
Reduktion
X1, ..., X! (N + logm) Bits

nlogm/m

iterierteReduktion

" " :
X1 Xiogm (N + logn) Bits
BlockPartition

X" Xy O(N + logn) Bits
Addition

Z?:l Xi

Abbildung 3.9: Summe von n N-Bit Ganzzahlen

Bits verbleiben. Man benétigt also & = O(logn/logm) Reduktio-
nen und die Kantenkomplexitit in der k-ten Reduktion ist O((N +
klogm).n(logm)*=1/m*. fs(m)). Wird die Reduktion von Lemma
3.3.4 nun nochmals angewand, so verbleiben weniger als logm Zah-
len zu je O(N +logn) = O(N) Bits. Wobei man einen Schaltkreis der
Tiefe 7d mit O(N fy4(m)) benétigt.

Schritt 3: Wir wenden Lemma 3.3.3 an und erhalten zwei O(N)-Bit Zahlen.
Dazu benétigen wir einen Schaltkreis der Tiefe 7d mit einer Kanten-
komplexitit von O(N fq(log? m)).

Schritt 4: Im letzten Schritt konnen diese zwei O(N)-Bit Zahlen mit dem
Schaltkreis aus Lemma 3.3.1 addiert werden. Dieser Schaltkreis hat
Tiefe O(logn/logm) und O(N (log* N)?) Kanten.

Die Kantenkomplexitéit des Schaltkreises wird vom ersten Schritt dominiert,
ist also O(nN fy(m)) = O(nN2 92,1/ -1 /logm). Da jede Reduktion
von Schritt 2 7d Layers bendtigt, berechnet sich die Tiefe des Schaltkreises
zu O(dlogn/logm).

]

Damit haben wir die Moglichkeit, beliebige boolesche lineare Schwel-

lenfunktionen zu berechnen. Aus Kapitel 1.4 wissen wir dafl die Gewich-

te ganzzahlig sind und N beschrinkt durch O(nlogn). Das Ergebnis der
Bemiihungen ist das folgende Theorem.
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Theorem 1 Jede lineare Schwellenfunktion auf n Variablen kann bei einem
konstanten d > 0 mittels Schwellenschaltkreis der Tiefe O(dlogn/logm)
mit O(n?log n.2’d/2m]/(2d’])\/10g m) Kanten und Fan —in < m berechnet
werden.

Beweis: Die zu berechnenede lineare Schwellenfunktion sei gegeben durch

f(@r,.. @) = 5739”(2 w;.x; — O)
i—1

. Die Gewichte w; kann man binér kodieren als w; = Z?iglog”) (27 wj;) mit

w;; € {0,1}. Negative Gewichte konnen im Zweierkomplement dargestellt
werden. Man nehme den Summations-Schaltkreis aus Lemma 3.3.5, der n
O(nlogn)-Bit Zahlen X;,... X, addiert. Jedes z; wird mit der j-ten Stelle
von X; verbunden falls w;; = 1. Die restlichen Inputs des Schaltkreises blei-
ben konstant 0. Dann berechnet der Summations-Schaltkreis die gewichtete
Summe Y. | w;.z;. Ein folgender Schaltkreis vergleicht diese Summe mit
©. Benutzt man dazu eine Variation des Schaltkreises LNB aus Kapitel
3.2.2 mit Y = O, so benotigt dieser Schaltkreis O(nlogn) Kanten bei einer
Tiefe von O(logn/logm). Die Komplexitit wird also vom Summations-
Schaltkreis bestimmt, wobei N = nlogn zu setzten ist.

O

Bei konstantem d und m benétigt der Schaltkreis O(n?logn) Gatter mit

beschrinktem Fan-in. Benétigt die lineare Schwellenfunktion nur polynomi-

elle Gewichte, so reduziert sich die Kantenkomplexitit des Schaltkreises auf
O(nlogn) bei gleichbleibender Tiefe.

3.3.2 Symmetrische und allgemeinsymmetrische Funktionen

Zwei wichtige Klassen von booleschen Funktionen sind symmetrische und
allgemeinsymmetrische Funktionen. Eine symmetrische Funktion hingt nur
von der Summe der Inputbits ab, liefert daher fiir alle Permutationen der
Inputs das selbe Ergebnis(daher wird sie symmetrisch genannt).

Definition 3.3.1 (symmetrische Funktion)
Eine boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1} ist symmetrisch falls es eine

Funktion f : Z — {0,1} gibt, sodaB gilt:

n

=1
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d

Allgemeinsymmetrische Funktionen erweitern diesen Ansatz auf gewich-
tete Summen, wobei die Summe polynomiell beschriankt ist.

Definition 3.3.2 (allgemeinsymmetrische Funktion)

Eine boolesche Funktion f: {0,1}" — {0,1} ist allgemeinsymmetrisch falls
es eine Funktion f : Z — {0,1} und positive Ganzzahlen w; mit ", w; =
O(n®) fiir eine Konstante ¢ > 0 gibt sodaf} gilt:

flxr, ... xpn) = f(iwm»
i=1

O

Diese Definitionen sind oft in der Literatur zu finden. Wir wollen hier er-
mitteln, mit welchem Aufwand solche Funktionen mit beschrinktem Fan-in
zu realisieren sind. Dazu bendtigen wir noch eine Definition die die Schreib-
arbeit erleichtert, aber nicht in der Literatur zu finden ist.

Definition 3.3.3 (c-symmetrische Funktion)

Eine boolesche Funktion f : {0,1}" — {0,1} ist c-symmetrisch falls es eine
Funktion f : Z — {0,1} und positive Ganzzahlen w; mit Yo wi = O(nf)
gibt sodaf} gilt:

flxr, ... xp) = f(iwm»
i=1

Bei der ¢-symmetrischen Funktion wurde also nur die Ordnung der Sum-
me festgelegt, von der sie abhédngt. Die Vereinigung iiber alle ¢ ergibt die
Menge der allgemeinsymmetrischen Funktionen. Weiters sind die symme-
trischen Funktionen eine Teilmenge der 1-symmetrischen Funktionen.

Bei c-symmetrischen Funktionen sind die Gewichte der Summe auf O(n®)
beschrinkt. Man kann den Schaltkreis zur Addition von n N-Bit Zahlen aus
Lemma 3.3.5 auf Seite 41 verwenden um die Summe zu berechnen. Das fol-
gende Lemma gibt uns die Méglichkeit, aus dieser Summe den Funktionswert
zu erhalten.

Lemma 3.3.6 Sei f(z1,...,%,) eine c-symmetrische Funktion. Wenn die
log(O(n®))-Bit Gewichtssumme Y ;" | w;z; gegeben ist, kann diese Funktion
durch einen AND-OR Schaltkreis der Tiefe O(clogn/logm) mit Kanten-
komplexitit O(en®logn) und FanlIn < m berechnet werden.
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Der Beweis stiitzt sich auf die Tatsache dal man eine Funktion von nur we-
nigen Bits berechnen muf. Man berechnet die Funktion durch die bekannte
“Sum of Products”-Architektur.

Beweis: Wenn die Summe gegeben ist, mufl man eine Funktion von
log(O(n°)) Variablen berechnen. Der notige Schaltkreis hat eine “Sum of
Products”-Architektur. Dazu benétigt man weniger als 2'°8(0() = O (n°)
Summen(AND-Gatter mit je O(clogn) Inputs) und ein OR-Gatter mit
O(n®) Inputs. Fiir beschrinkten Fan-in kann man diese Gatter wieder als
Baume implementieren. Man erhélt einen Schaltkreis mit O(en©logn) Kan-
ten der Tiefe O(clogn/logm).

O

Zur Berechnung der Summe muff man n O(clogn)-Bit Zahlen addieren.

Mit Lemma 3.3.5 hat der Summations-Schaltkreis Tiefe O(dlogn/logm)

und O(cnlogn.2~%2m!/ 2"~V /logm) Kanten. Je nach ¢,m und d domi-
niert die Kantenkomplexitit des Summations- oder SOP-Schaltkreises.

Theorem 2 Jede c-symmetrische Funktion von n Variablen kann fir ein
konstantes d > 0 durch einen Schwellenschaltkreis mit Fanln < m und
Tiefe O((c + d)logn/logm) berechnet werden. Die Kantenkomplexitat ist

O(c.n®logn) fiir ml/(Qdfl)\/logm =o(n° 1)
O(cnlogn.2*d/2m1/(2d*1)\/logm) sonst

Obwohl Theorem 2 auch fiir ¢ = 1, und damit fiir symmetrische Funk-
tionen, gilt kann man fiir diese noch eine Verbesserung erzielen. Dies riihrt
daher, dafl symmetrische Funktionen eine echte Teilmenge von 1-symmetri-
schen Funktionen sind. Bei der Summenberechnung mufl nur die Summe
von n Zahlen zu je einem Bit berechnet werden. Dazu benutzt man einen
Schaltkreis um n Bits zu addieren. Dieser Schaltkreis hat eine Kantenkom-
plexitit von O(n.2-4/2m/2*=1)/logm). Das fiihrt zu folgendem Ergebnis,
das in [SRK95] als Theorem 5.11 zu finden ist. Dort ist auch der Beweis
angegeben.

Theorem 3 (Theorem 5.11 in [SRK95]) Jede symmetrische Funktion
von n Variablen kann fiir ein konstantes d > 0 durch einen Schwellenschalt-
kreis mit FanIn < m und Tiefe O(dlogn/logm) berechnet werden. Die
Kantenkomplezitdt ist
O(nlogn) fiir m !/ =1)Viogm o(logn)
O(n.2’d/2m]/(2d’l)\/10gm) sonst
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3.3.3 Konklusionen

Auch die Summe von n N-Bit Zahlen kann in sehr lokaler Weise mit be-
schrinktem Fan-in berechnet werden. Die Methode hierbei ist eine stéindige
Reduktion der n Zahlen auf zuletzt nur noch zwei. Dieser Schaltkreis fiihrt
auch zu Schaltkreisen fiir Schwellen- und allgemeinsymmetrischen Funktion,
welche in dhnlich lokaler Weise berechenbar sind. Die Anzahl der Kanten
entspricht in ihrer Ordnung der Anzahl der Bits die fiir die Darstellung der
Gewichte notig sind.

Das Ergebnis fiir die Schwellenfunktionen bietet praktisch gesehen die
Moglichkeit, beliebige Schwellenschaltkreise auch mit beschrinktem Fan-
in zu implementieren. Der Informationsverlust durch die Schwellenbildung
ist allerdings kritisch. Einfacher erscheint es, die Summe durch spezielle
Summengatter zu berechnen anstatt hier auf ungeeignete Schwellengatter
zuriickzugreifen. Dann wiirde ein einfacher Baum als Berechnungsgraph
ausreichen.

Rein Theoretisch ist das Ergebnis aber schon von Bedeutung, da es eine
Verbindung zwischen Schaltkreisen mit unbeschrinktem und beschrinktem
Fan-in herstellt. Ahnliches gilt fiir allgemeinsymmetrische Funktionen.
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Kapitel 4

Geometrisches Layout

Die Voraussetzungen im Nervensystem von Wirbeltieren ermdéglichen es nicht,
grofle Inputmengen auf eine grofle Anzahl von Neuronen direkt weiterzuge-
ben. Dieses Kapitel untersucht die Moglichkeit, dies indirekt durch Wei-
terleitung und Verzweigung der Daten zu erreichen. Dazu werden konkrete
geometrische Anordnungen und Strukturen herangezogen. Es entsteht ein
Neuronen-Layout, bei dem die Verbindungen allerdings nicht unbedingt den
Anforderungen eines VLSI-Layouts entsprechen miissen.

Als Gatter verwenden wir PL-Gatter (siehe dazu Abschnitt 1.5). Das PL-
Gatter ist folgendermaflen definiert:

Sei S(z) = Y.;, wiz; + ©. Ein PL-Gatter berechnet auf n Inputs z =
(z1,...,zy) die Funktion f : R" = [—a, +0q]

S(z) falls S(z)| <«
flxr, ... xn) =X falls S(z
—a  falls S(

~— ~—

>

) < —o

Diese Gatter haben den Vorteil dafl ein Gatter sehr einfach als Baum
von PL-Gattern mit kleinem Fan-in und groflem o aufgebaut werden kann.

Das folgende Modell ist grofitenteils biologisch motiviert. Im Kortex hat
man eine bestimmte Dichte von Neuronen (etwa 10° Neuronen pro mm?),
ein Fan-in von etwa 10* und lokale Verbindungen mit wenigen Millimetern
(maximal 5 mm fiir Axon+Dendritenbaum) Linge (siehe Kapitel 2.2). Dazu
gibt es noch relativ wenige weitreichende Verbindungen, die hier aber aufler
Acht gelassen werden.

Eine erstes Modell (nur dieses wird hier behandelt) projiziert die Be-
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rechnungen auf einen 2D-Grid. Ein Schaltkreis im Grid-Modell ist charak-
terisiert durch folgende Eigenschaften:

e Alle Gatter befinden sich auf einer zweidimensionalen Ebene

In einem achsenparallelen Quadrat mit Einheitskantenlinge (a) befin-
det sich maximal ein Gatter.

Die Gatter haben einen maximalen Fan-in von A

Die Verbindungslénge ist beschrinkt durch B. B wird auf a bezogen,
d.h. B = Kantenlange/a

Verbindungen zu
anderen Gattern

Abbildung 4.1: Gridmodell - beschrinkte Gatterdichte und beschrinkte Ver-
bindungslange

Der zweite Punkt fithrt bei optimaler Flichennutzung zu einer Anord-
nung der Gatter auf einem Grid. Man kann also die Ebene durch horizontale
und vertikale Geraden mit Abstand a unterteilen. In jeden Kreuzungspunkt
kann man ein Gatter setzen (siche Abbildung 4.2 auf der néchsten Seite).
Wir wollen dieses Modell im Weiteren das Gridmodell nennen.

Im Folgenden wird die Moglichkeit untersucht, gewisse Verdrahtungs-
strukturen auf so ein Modell abzubilden.
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Abbildung 4.2: Gridmodell - Die Gatter kénnen an einem Grid ausgerichtet
werden

Wir bezeichnen Gatter im allgemeinen Schaltkreismodell als A-Gatter
und den Schaltkreis als A-Schaltkreis. Im Gridmodell werden die Gatter
als R-Gatter (Relaygatter) bzw. der Schaltkreis als R-Schaltkreis bezeich-
net. Die Gatter selbst unterscheiden sich in ihrem Gattertyp natiirlich nicht
voneinander, die Nomenklatur soll aber die Diskussion erleichtern.

Eine wichtige Struktur wére etwa die Vernetzung zwischen zwei Layers
eines Netzwerkes, wobei alle Gatter der ersten Schicht mit allen Gattern der
zweiten Schicht verbunden sind.

4.1 K, ,,-Struktur im Gridmodell

Der K, ,, ist ein bipartiter Graph G = (V, E). Die Knotenmenge V kann
man in zwei Teilmengen Vi, V5 unterteilen sodal |Vi| = n, |[Va| = m, Vi N
Vo = {}, V1 UV, = V und keine Kanten innerhalb der Knotenmengen
auftreten, aber jeder Knoten in Vi mit jedem in V5 verbunden ist, also

Vapev, © (a.b) & E,
va,bEV2 : ((I‘ab) € Ea
VaGWVbEVQ : ((I‘ab) €k
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Abbildung 4.3: Der bipartite Graph K 3

In unserem Fall betrachten wir also einen Schaltkreis bei dem V; die
n Inputknoten zi,...x, und Vo die m Gatter des ersten Layers yi,...,ym
darstellt, wobei jedes Gatter ein PL-Gatter ist. Damit sind die Kanten
gewichtet. Die Gewichte der Gatter werden folgendermaflen indiziert:

wj; ist das Gewicht das im
j-ten Outputgatter (1 < j < m) das
i-te Inputgatter gewichtet (1 <i < m)

Durch die Struktur des Schaltkreises soll es mdéglich sein, alle Gewichts-
konstellationen in den A-Gattern durch Anpassung der Gewichte in den
R-Gattern zu simulieren.

Fiir die Losung im Gridmodell ist allerdings nur die gewichtete Summe
von Bedeutung da das Outputgatter einfach aus der Summe die PL-Funktion
berechnen kann. Dieses Problem entspricht einer Matrix-Vektor Multiplika-
tion y = W.x, wobei z der Inputvektor, y der Outputvektor (Spaltenvekto-
ren) und W die m x n Gewichtsmatrix bestehend aus den Gewichten w;;
ist.

Die Frage wére nun, ob und mit welchem Aufwand diese Struktur bei
sehr kleinem B zu implementieren ist.

4.1.1 K, ,,-Struktur fiir kurze Verbindungen

B =1 ist natiirlich die minimal ndtige Verbindungslinge um iiberhaupt
einen sinnvollen Schaltkreis zu erhalten. Jedes Gatter kann demnach mit
seinen horizontalen und vertikalen Nachbarn verbunden werden, wenn die
Gatter genau am Grid liegen. A ist in diesem Fall automatisch auf vier
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beschrinkt. Es wird sich zeigen daf} bereits bei diesem minimalem B eine
einfache und effiziente Losung des Problems existiert.

Bei einem B von v2 und einem A von 8 kénnte ein Gatter mit seinen
acht Nachbarn in allen Himmelsrichtungen und den Diagonalen verbunden
werden. Wir werden im Folgenden die Losung fiir dieses Problem betrach-
ten. Die Losung fir B = 1 kann mit geringem Aufwand daraus konstruiert
werden.

Lemma 4.1.1 Die K, ;,,-Struktur kann im Gridmodell mit B = V2, A =3,
(2nm + m — n) Gatter ,(6nm — 6m — 3n + 3) kreuzungsfreien Kanten und
Tiefe (2m + n — 1) realisiert werden.

Zum Beweis wird der Schaltkreis konstruiert. Die Idee ist hierbei, vertikal
die Summen “aufzubauen”. Mit jedem vertikalen Gatter wird ein Input
gewichtet und zur Summe addiert. In jeder Spalte wird dies fiir ein y;
gemacht. Dazwischen gibt es Spalten die die Summen wieder aufspalten um
den Inputwert zu erhalten.

Der Schaltkreis besteht aus n Zeilen zu je 2m — 1 Gattern und eine wei-
tere Zeile mit m Outputgattern. Am linken Rand werden die Inputknoten
vertikal aufeinanderfolgend angeordnet. Wir bezeichnen die R-Gatter mit
gjiund rj; fur j = 1,...,m und ¢ = 1,...n. Die g;; sollen die Summen
bilden und die r;; sollen aus Summen die Inputwerte z; berechnen. Die
Funktionen der Gatter sind definiert als:

T firj=1,1<i:<n
gj—1,i fur2§]§m,Z:1
Tji = i . . .
gj—1i — (Wj—1i-1)Tji1 fir2<j<m,1=2
91— Gj-1i1+ 1 —wjq;)rji1 fiir2<j<m,3<i<n
(4.1)
T firis=1
9ji =\ Tji+ (U)j’i,l)gjﬂj,l fir i =2 (42)
rii+ (wj,ifl — 1)7"3'71:71 + 951 firl<j<m,3<i<n
Die Outputgatter y1, ...y sind dann so definiert:
Yj = (Win = Drjn + gjn (4.3)

Es ist leicht zu sehen dafl die Gatter leicht in einem planaren Graphen
mit kurzen Verbindungen anordenbar sind. Die 7 ; bend6tigt man physisch
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nicht, sie sind die Inputs, welche die erste “Spalte” einnehmen. Darauf folgt
eine Spalte von g ;, dann eine Spalte ro;, g2, ... . Der Schaltkreis ist
fir n = 4 und m = 3 in Abbildung 4.4 zu sehen. Einen Ausschnitt aus
einem solchen Schaltkreis mit Gewichten findet man in Abbildung 4.5 auf
der néichsten Seite.

Es wird nun behauptet daf fiir alle Gatter gilt:

i—1
Tji = Ti Gji = Z Wj kT + x;
k=1
r r
X, ® 'gll ° 2,1 'gZ,l ° 3,1 '931
X2
X
3
X4

Y1 Y2 Y,

Abbildung 4.4: K, 3-Struktur im Gridmodell

Der Beweis erfolgt mittels Induktion iiber 7, 5. Nachdem Verbindungen
nur aufsteigend sind (d.h. Kanten nur zu Gattern mit groferem i oder j
gehen), geniigt es, zuerst die Randfélle i = 1 bzw. j = 1,2 zu zeigen, und
dann den allgemeinen Fall zu betrachten.

Beweis:
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01 Fii 9

Abbildung 4.5: K, ,-Struktur im Gridmodell. Ausschnitt mit Gewichten

Randfalle:

r1; = x; laut Definition.

rj1 = g1 = x; ist offensichtlich.
1
gi2 = 12+ (win)gjn = o+ (wjn)z = Y wj ks +
k=1

Allgemeiner Fall: 3<j<m,2<i<mn

Tji = gj—1i— 9j—1i-1 + (L —wj—1i-1)rji-1

Gj.i

i—1 i—2

= E Wi 1kTk + Ti — E Wi 1 T — Ti—1 + i1 — Wj—1,i-1%i—1

k=1 k=1

=%+ Wj—1,;-1Ti—1 — Ti—1 + Tj—1 — Wj—14-1T;—1

=rji+ (i1 — Vrji1+gji1

i—2

=T+ Wj;—1Ti-1 — Ti—1 + E W; Tk + Ti-1

k=1
i—1

= g W; kT + T

k=1

93



Damit gilt fir die Outputgatter nach Formel 4.3 auf Seite 51

Yi = (Wjn — V7jn + Gin
n—1

= WjnTyp — Ty + g Wy i%i + T

i=1
n
= E U)j’i.’lli
1=1

und der Schaltkreis berechnet die gewiinschte Funktion.

Die Grofle des Schaltkreises ist leicht zu ermitteln. Man hat 2m — 1
Spalten zu je n Gatter und weitere m Outputgatter, also 2mn +m —n
Gatter. Der Platzbedarf entspricht in etwa der Grofle des Schaltkreises und
ist rechteckig (n — 1) x (2m — 1).

(2m — 1) Gatter haben einen Fan-in von 1, (2m — 1) + m einen Fan-in
von 2 und (2m —1)(n—2) einen Fan-in von 3. Das ergibt 6mn —6m —3n+3
Kanten bei einem Fan-in und Fan-out beschrinkt durch 3. Die Tiefe ist
durch den Weg von x; nach y,,, beschrinkt und ist somit 2m + n — 1.

Wie bereits erwdhnt kann man daraus leicht einen Schaltkreis mit B = 1
konstruieren. Dazu miissen die Querverbindungen der Linge v/2 durch
“Treppen” ersetzt werden. Abbildung 4.6 zeigt eine solche Treppe. Statt
einem Gatter bendtigt man dann vier wodurch size und area um den Faktor
vier steigen. Die Kantenanzahl verdoppelt sich.

b b
® ®

° )

Abbildung 4.6: Gridmodell - Diagonale Verbindungen kénnen durch “Trep-
pen” ersetzt werden

Bemerkung: Die erste Zeile des Schaltkreises kann verbessert werden, der
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Gewinn ist aber nur minimal. Es ist auch mdoglich einen Schaltkreis mit nur
mn Gattern und weniger als 3mn Kanten zu konstruieren. Dieser ist auch
kreuzungsfrei, die Gewichte der R-Gatter sind aber Briiche von Gewichten
der A-Gatter, was etwas ldstig ist. Auflerdem darf kein Gewicht Null sein.

4.1.2 K, ,-Struktur fiir lange Verbindungen

Die vorangegangene Konstruktion scheint sich nicht auf gréflere Werte von B
verallgemeinern zu lassen. Fiir grofles B wird deshalb ein natiirlicher Ansatz
gewiahlt. Dabei werden wiederum die Inputs vertikal angeordnet, diesmal
aber horizontal weitergefithrt. Im Abstand von B sind somit Kopien der
Inputs horizontal angeordnet. Diese Gatter werden im Folgenden “Quasi-
Inputs” genannt. Zwischen diesen Spalten liegen die “Summengatter”. Siehe
dazu Abbildung 4.7 auf der néichsten Seite.

Die Summengatter bilden von den Inputs und Quasi-Inputs in ihrer
Reichweite gewichtete Summen. Die Summengatter bezeichnen wir mit g; ;,
wobei g;; eine Summe fiir y; bildet. Wird in g;; z;, aufsummiert, so wird die-
ses xj, mit w; ;, gewichtet. Das Gatter g;; gibt seinen Output an g; ;1 weiter.
Diese Gatter sind vertikal im Abstand B voneinander angeordnet. Die Sum-
mengatter zwischen zwei Quasi-Inputreihen fassen wir zu einer Blockspalte
zusammen. Zusammenfassend kann man sagen:

e Horizontal werden die Inputs im Abstand B weitergefithrt (Quasi-
Inputs).

e Zwischen den Quasi-Inputs werden gewichtete Summen gebildet (Sum-
mengatter).

e Die Teilsummen fiir einen Output werden vertikal aufsummiert. Zwei
Teilsummen fiir ein y; haben jeweils Abstand B.

e Ein Summengatter das von allen Inputs abhéngt ist Outputgatter.

Ein solcher Schaltkreis ist ausschnittsweise in Abbildung 4.8 auf Seite 57 zu
sehen. Dort sieht man auch daf} alle g1 ;, go j etc. innerhalb einer Blockspalte
jeweils in einem “Block” zusammengefaflt sind. Ein Block besteht somit aus
B Zeilen und B—1 Spalten mit B(B—1) Summengattern. Ein (Quasi-)Input
gibt seinen Wert an alle Summengatter mit maximalen horizontalen und
vertikalen Abstand B/2 weiter. Die lingste Verbindung ist in diesem Fall
B/+/2 und der unterste Block in der Blockspalte besteht aus Outputgattern.
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Blockspalten Quasi-Inputs
mit Summengattern

Abbildung 4.7: K, ;,-Struktur. Die Inputs werden weitergeleitet. Zwischen
den Inputreihen liegen Summengatter.
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A
v

9.,
N
Xl g 2,1
B
X2 g 3,1
X, 9., v

9.,

CEP

Block
g3

W\,

Abbildung 4.8: Ausschnitt K, ,,-Struktur. Nicht alle Verbindungen sind
eingezeichnet.
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Ein Summengatter berechnet also fiir ein j > 2

gji = Gji—1+ E wj KTk
ke AC{1,n}

Ein Summengatter bekommt Inputs von B (Quasi-)Inputgatter. Nur an den
Réndern (der oberste und unterste Block) ist dies nicht moglich.

Betrachtung der Summengatter:

Pro Blockspalte werden Summengatter fir B(B — 1) Outputs verwendet.

Die Anzahl der benétigten Blockspalten bei m Outputs ist somit #.
Wieviele Blocke sind in einer Blockspalte? Wegen der Rénder (ober-

ster bzw. unterster Block), bei denen nicht alle B Inputs geniitzt werden,

benotigt man einen zusétzlichen Block. Es gibt also z + 1 solche Blocke in

einer Blockspalte. Sollte B griofler als 2n sein, so bendtigt man nur einen

Block. In jedem Block sind B(B — 1) Gatter.

size(SumGatter) = (% + 1) x B(B — 1) x ﬁ = % +m

Betrachtung der Quasi-Inputgatter:

Wieviele Kopien der Inputs benétigt man? Rundet man die Anzahl der
Blockspalten, so bekommt man die Anzahl der Kopien der Inputsspalte.
Bendétigt man nur eine halbe zusétzliche Blockspalte, so sind alle Gatter
von der letzten Inputkopie aus erreichbar.

m nm n
+_

size(Quasi-Inputs) = n x m““d(B(B - 1)) SBBE-1 2

Grifie des Schaltkreises:

size = size(SumGatter) + size(Quasi — Inputs)

nm
Sf—i-round( >n+m

-o(3)

Die Tiefe des Schaltkreises setzt sich zusammen aus dem Pfad zur letzten
Inputkopie und dem Pfad der lingsten Summationskette.

B(B = 1)

m mn m n
<M Mo
depth < 5+ 5+ O(BQ+B)
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Die Kanten setzen sich zusammen aus Kanten der (Quasi-)Inputs zu den
Summengattern (nm), den horizontalen Kanten um die Inputs zu kopieren
(< % + %) und den vertikalen um die Summen weiterzugeben (< "5t +

dges <mn+ - 4 — L 24 = O(mn)
edges<mn+ —+————+—+m=0(mn

965 = B "BB_1) 2

Der Fan-in ist beschrinkt durch B + 1, und falls B grofler als n ist, durch
n+ 1.

4.1.3 K, ,,-Struktur bei kleinem Fan-in

Im Allgemeinen soll auch der Fan-in A unabhéngig von B betrachtet werden
kénnen. Auch der Fan-out ist eine wichtige Konponente, wird hier allerdings
nicht betrachtet. Bei der letzten Konstruktion hatte man einen maximalen
Fan-in von B + 1. Soll der Fan-in A auf kleinere Werte beschrinkt bleiben,
so konnen die Summengatter jedenfalls nur die Summe von maximal A Va-
riablen berechnen.

Betrachtung der Summengatter:

Bei unbeschrinktem Fan-in war genau ein Gatter in einem Block fiir einen
Output zustindig. Nun benétigen wir statt einem Gatter [ 2] Gatter mit
Fan-in A. Der Schaltkreis hat also [%] mal mehr Summengatter, bzw.

[%] mal mehr wenn B grofier als n sein kann.

Auch hier gilt, dafl jedes Gatter in einem Block an ein Gatter im folgen-
den Block weiterleitet. Wurden alle Inputs von Gattern gewichtet, so wird
die Summe der [%] Gatter mittels A-Baum berechnet. Dieser Baum

fiir einen Output bendtigt weniger als % [%] Gatter bei einer Tiefe von
log[ x27
logA

Betrachtung der Quasi-Inputgatter:
In einer Blockspalte werden nun statt B(B —1) Outputs nur noch w =

A—1
(B — 1)(A — 1) Outputs berechnet. Die Anzahl der Blockspalten ist so-
mit beschriankt durch W und die Anzahl der Quasiinputgatter ist

nround (W .
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Insgesamt ergibt sich die Grofle des Schaltkreises zu

size = size(SumGatter) + size(Quasi — Inputs) + size(Baum)
<7 B 1<Wm+ )+ d( m ) +2m[ B 1
——1](—= +m]) +roun n+—[——
~'A-1\B (B—1)(A—1) ATA -1

nm
=o(%)
A
Die Tiefe des Schaltkreises erhoht sich ebenfalls. Es gibt mehr Blockspalten
und Quasi-Inputs und einen Baum am Ende der Berechnung.

m n logB m n
depth < n =0(4x+ %)
PP B DA -0 "B T iga BA T B

4.1.4 Werte fiir Verbindungslinge und Fan-in

Dieser kurze Abschnitt soll biologisch plausible Werte fiir den Fan-in A und
unsere Verbindungsldnge B angeben.

Aus Kapitel 2.2.2 wissen wir, dafl der Fan-in in biologischen Nezten auf
etwa 10 beschriinkt ist.

Fiir die Verbindungsliange soll die Anzahl der erreichbaren Neuronen her-
angezogen werden. Bei einer Verbindungsldnge von 5mm im Kortex wird
ein Fliache von 523mm? erschlossen. Bei einer Neuronendichte von 9.2 x 104
sind das 4.8 x 107 ansprechbare Neuronen, soda8 bei unserer zweidimensio-
nalen Abbildung ein B von etwa 4 x 10% ausreichend sein miifite um diese
Anzahl von Neuronen anzusprechen.

4.2 Konklusionen

Ein Modell zur Untersuchung von Verbindungsstrukturen in Neuronalen
Netzen wurde vorgestellt. Dieses sollte noch erweitert werden. Um drei-
dimensionale Strukturen besser abbilden zu kénnen sollte die Gatterdichte
nicht so streng aufteilend definiert werden. Eine Definition einer physika-
lischen Dicht (Neuronen pro Fliche) wire eine Moglichkeit. Weiters soll-
ten wenige lange Verbindungen mdglich sein.Ein dreidimensionales Modell
wiirde der Realitdt sehr nahe kommen, ist aber schwer zu behandeln.

Ein indirektes Layout der wichtigsten Struktur zum Verteilen von In-
formationen (verbinde alle Inputs mit allen Gattern) ist moglich. Dabei
bekommt man schon bei den Minimalanforderungen an Fan-in und Verbin-
dungslinge einen Schaltkreis mit ,im Wesentlichen, gleich vielen Kanten wie
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bei einer direkten Verdrahtung in Form eines vollstdndigen bipartiten Gra-
phen. Allerdings steigt die Anzahl der Gatter betrichtlich und vor allem die
Tiefe des Schaltkreises steigt von konstant auf linear. Gerade diese lineare
Tiefe diirfte sich in Bezug auf Verzégerungszeiten in biologischen Netzwerken
als problematisch herausstellen. Durch erhohte Verbindungslinge B kann
man die Grofle und Tiefe des Netzwerkes um den Faktor 1/B driicken. Da
B eigentlich eine Fliche von etwa B? bestimmt, konnte man hoffen daff B
zu quadratischen Verbesserungen fithren wiirde. Dies wird bei dieser Kon-
struktion nur teilweise erfiillt. Asymptotisch verbessert sich der Schaltkreis
mit steigendem B nur linear.

Weiters fillt bei kleinem Fan-in A (kleiner als B) asymptotisch B ganz
weg. Kleines Fan-in kann bei dieser Konstruktion also nur sehr wenig durch
lingere Verbindungen kompensiert werden.
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Anhang A

Beweise

A.1 Beweis von Lemma 3.2.1

Der Beweis erfolgt fiir drei Falle. Es wird gezeigt dafi der zweite Ausdruck
der Disjunktion genau dann erfiillt ist wenn X =Y gilt (Fall a). Des wei-
teren ist der erste Ausdruck dann erfiillt wenn X > Y (Fall b) und nicht
erfiillt wenn X <Y (Fall ¢). Daraus folgt die Behauptung.

Beweis:

Fall a) Vogign,] : (:El = yz) S X=Y= Cn(X,Y) =1
Fall b) E|U<7'<n WVicj<n—1: [(®i > yi) Az = y;)]

n—I1
=>ZQ o —yk) + 2@ — i)+ Y, Yz —y;) >0
j=i+1
:>X>Y:>Cn( Y)=1

Fall c) _‘{30<i<n 1WVicj<n—t: [(xi > yi) N (x5 = y;)]}

jZT i —yi) <0

:ng;xon( Y)=(X=Y)

A.2 Beweis von Lemma 3.2.2

Wir beweisen die Korrektheit von Lemma 3.2.2 auf Seite 23 fiir die Fille
X=Y,X >Y und X < Y(Wobei X bzw. Y der Einfachheit halber mit
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der durch sie dargestellten natiirlichen Zahl gleichgesetzt werden). Damit
ist fiir alle X,Y die Korrektheit bewiesen.

Beweis:

Fal1: X =Y, Co(X,Y)=1

zi=y;firi=0...n

= Capp( X2, VIA) = Cppp(YF2, X2 =1 j=1...n/A

Daher ist X' =Y’ = (1,...,1) und es gilt C,,(X,Y) = C’an(X',Y') =1
Fall 2: X >Y, Cuo(X,Y)=1

n—1 n—1
g 2 x; > E 2'x;
i=0 i=0

= Jo<a<n—1Va<b<n—1: (Ta > Ya) A (6 = yp)
Sei X¥4 der Block in dem z, vorkommt. Dann gilt

Weiters gilt X% > Vb2 d.h. C(XF2, YF2) =1 und C(YF2, XF2) = 0.
Betrachtet man die Beschaffenheit von X’ und Y so sieht man daf z} =1,
y;, = 0 und alle héherwertigen Stellen identisch sind. Daraus ergibt sich
X'>Y und C(X"Y')=C(X,Y) =1.

Fall 3 X <Y ist analog zu Fall 2.

A.3 Beweis von Lemma 3.3.3

Der Beweis verwendet ein Block partitions Argument. Man unterteilt die
Zahlen in Blocke gleicher Gréfle. Fiir jeden Block wird die Summe iiber
alle Zahlen bestimmt und gezeigt, daf} sich die Summe eines Blocks mit der
Summe des zweitnéichsten Blocks nicht iiberschneiden.

Dabei wird wieder in mehreren Schritten vorgegangen. Schritt 1 unter-
teilt jede Zahl in sehr kleine Blécke. Schritt 2 summiert Blocke. Schritt 3
zeigt nur noch, wie die vorherigen Summen das Ergebnis der Berechnung
(zwei binér kodierte Zahlen) ergeben.

Beweis:
Gegeben sei die bindre Representation Xy, ..., Xjog,, der N-Bit Zahlen.
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Schritt 1: Wir unterteilen jede N-Bit Zahl X; in O(N/loglogm) aufeinan-
derfolgende Blocke 3;; zu je loglogm Bits, fiir ¢ = 1,...,logm und
j=0,...,0(N/loglogm). Jeder Block ist jetzt in seinem Wertebe-
reich beschriinkt durch 2'°818™ 1 = Jogm — 1. Die Summe aller j-ten
Blocke 5; = Zi(flm §;,; ist somit beschriankt durch (log m)(logm —1) =
O(log?m).

Schritt 2: Wir stellen den Wert des j-ten Blocks (fast) unar kodiert dar. Dies
geht einfach, indem man die [-te Stelle des Blocks (I = 0,...,loglogm;
I = 0 ist das least siginificant bit) 2/ mal anbietet. Die Summe der
j-ten Blocke 5; = Zé‘f]m 3;; ist dann die Summe von O(log® m) Bits.
Nach Lemma 3.3.2 auf Seite 40 kann diese Summe durch einen Schwel-
lenschaltkreis der Tiefe 7d mit Kantenkomplexitit O(fq(log?m)) mit
Fanln < log?m berechnet werden. Fiir alle O(N/loglogm) Block-

summen benotigt man also O(f4(log® m)N/ loglogm) Kanten.

Schritt 3: Jede Blocksumme 5; kann durch (2log m) Bits dargestellt werden,
sodaf es in der biniiren Darstellung von §;27'°6™ und §j+22(-7+2) logm
keine Uberschneidungen gibt. Seien nun

3 _ 3 j logm
Sgerade = § 8‘7'.2'7 &
7 gerade

~ ~ j logm
Sungerade = § 8‘7'.2‘7 &

7 ungerade

Dann ist die bindre Darstellung von 34¢,44e einfach die Folge der Bits
in 8¢, 52, 84, ... und analoges gilt auch fiir 5,,gerade- Damit gilt fiir die

Summe der logm Zahlen folm Xi = Sgerade + Sgerade-

Schritt 1 und Schritt 3 benétigen keine Berechnung. Sie zeigen uns nur,
wie man die Inputs aufteilen mufl; bzw. wie man das Ergebnis aus der
Berechnung des zweiten Schrittes erhélt. Damit gelten die Komplexititen
des Schrittes 2.
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lineare Schwellenfunktion, siehe Schwel-
lenfunktion

log*, 2, 19

Lokalitét, 33

Neuron, 12, 13
Neuronendichte, 13, 14

Out-Valenz, 3
Outputknoten, 4

Pfad, 3

Lénge, 3
PL-Gatter, 7, 47
Prafixberechnung, 17, 26

Quasi-Inputs, 55

R-Gatter, 49



Schaltkreis, 3-5
A-Schaltkreis, 49
AND/OR, 6, 25
boolescher, 4
Grosse, siehe size
graphische Darstellung, 4-5
R-Schaltkreis, 49
Schwellenschaltkreis, 6
Tiefe, siehe depth

Schaltkreisfamilie, 4

Schwelle, 6

Schwellenfunktion, 6, 39, 39

Schwellengatter, 5 6, 22

size, 5

Summengatter, 55

symmetric function, siehe symme-

trische Funktion

symmetrische Funktion, 39, 43
Definition, 43

Synapsen, 12 14

Synapsendichte, 13

threshold, siehe Schwelle
Thresholdgatter, siehe Schwellen-
gatter

VLSL 9, 10, 28

weights, siehe Gewichte
weightsum, siehe Gewichtssumme
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